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Résumé 
Dans une première partie nous présentons une étude numérique du transfert de chaleur et de 
l’écoulement d’un fluide métallique en convection naturelle dans une cavité cylindrique avec parois 
chaudes et un échangeur thermique à la base. Cette cavité représente le creuset d’un four de 
croissance cristalline. L’étude est menée en fonction du facteur de forme de la cavité, de la 
dimension de l’échangeur thermique, et des propriétés thermophysiques du fluide exprimées à 
travers le nombre de Prandtl et le nombre de Rayleigh. Les résultats sont présentés sous la forme des 
isothermes, des lignes de courant, du nombre de Nusselt local et moyen et de la température 
moyenne de la cavité pour des nombres de Rayleigh allants de 103 à 108. Deux matériaux extrêmes 
sont étudiés : le Silicium, matériau semi-conducteur à très bas nombre de Prandtl (𝑃𝑟 = 0.013) et le 
Germanate de Bismuth (𝐵𝑖4𝐺𝑒3𝑂12) ; un oxyde à haut nombre de Prandtl (𝑃𝑟 = 20). On montre 
que le nombre de Rayleigh, le nombre de Prandtl et la dimension de l’échangeur thermique 
influencent l’écoulement du fluide et le transfert de chaleur dans la cavité contrairement au facteur 
de forme dont l’effet est négligeable.  
Dans la deuxième partie, de cette thèse, nous avons modélisé et simulé la croissance cristalline, dans 
un four de type HEM, du Germanate de Bismuth et du Silicium. Ainsi en plus du phénomène de 
convection naturelle nous avons abordé le problème du changement de phase et du suivi du front de 
solidification. La position du front de solidification, le calcul du champ de température dans 
l’ensemble cristal-bain ainsi que le champ de vitesse dans le bain sont calculés à l’aide du code de 
calcul ANSYS Fluent. Les calculs sont menés en fonction des propriétés thermophysiques du matériau 
considéré, exprimées à travers le nombre de Prandtl, le nombre de Rayleigh et le nombre de Stefan, 
la température de l’échangeur thermique et la température de surchauffe du four. Les résultats 
présentés expriment l’effet des paramètres considérés sur la forme et la vitesse de l’interface de 
solidification. 
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Nomenclature 
𝑎 coefficient de l’équation générique discrétisée  
𝐴 constante 
𝐴𝑖  surface du contrôle de volume 
𝑏 terme source 
𝐵 constante 
𝐶𝑝 capacité calorifique à pression constante du fluide [𝐽. 𝑘𝑔
−1. 𝐾−1] 
𝐸 nœud situé à l’est du contrôle de volume 
𝑒 nœud central de la surface est du contrôle de volume 
𝑒𝑟 vecteur unitaire de la base orthonormée 
𝑒𝑧 vecteur unitaire de la base orthonormée 
𝑒𝜃 vecteur unitaire de la base orthonormée 
𝑓𝑙 fraction liquide 
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𝐽 flux total 
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𝑘 conductivité thermique du fluide [𝑤.𝑚−1. 𝐾−1] 
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𝑛𝑏 nœuds voisins du nœud central du contrôle de volume 
𝑁𝑢 nombre de Nusselt 𝑁𝑢 =
ℎ𝑙
𝑘
 
𝑝 pression [𝑃𝑎] 
𝑃 nœud central du contrôle de volume 
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𝑃𝑟 nombre de Prandtl :  𝑃𝑟 =
𝜈
𝜅
 
𝑞 flux de chaleur 
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𝑅 rayon du creuset [𝑚] 
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𝑅𝐶  rayon de l’échangeur thermique [𝑚] 
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𝜈
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𝑡∗ Paramètre de normalisation temporel [𝑠] 
𝑇 température [℃] 
𝑇𝐶  température de la paroi chaude [℃] 
𝑇𝐹 température de la paroi froide [℃] 
𝑇𝑓 température de fusion [℃] 
𝑇0 température de l’échangeur thermique du four HEM [℃] 
𝑇𝑃𝑎𝑟𝑜𝑖 température de la paroi [℃] 
𝑇𝑟𝑒𝑓 température de référence [℃] 
𝑇𝑀𝑜𝑦 température moyenne [℃] 
𝑇𝑖 température du contrôle de volume 𝑖 
𝑇0 température du contrôle de volume 𝑖 
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?⃗⃗?(𝑢, 𝑣, 𝑤) vecteur vitesse [𝑚. 𝑠−1] 
𝑢 vitesse radiale [𝑚. 𝑠−1] 
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𝑣 vitesse axiale [𝑚. 𝑠−1] 
𝑉 volume de la cavité 
𝑉𝑖 volume du contrôle de volume 𝑖 
𝑉𝐶 volume de contrôle  
𝑤 vitesse azimutale 
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Chapitre 1 Introduction générale 
1.1 La Croissance Cristalline 
On appelle cristallogenèse l’art de fabriquer des cristaux. Les cristaux sont des solides caractérisés 
par une structure régulière et organisée. La croissance de cristaux massifs1 joue un rôle primordial 
dans plusieurs domaines technologiques importants tels que l’électronique, les énergies 
renouvelables et la photonique. L’invention du transistor, dans les années quarante, la mise au point 
de la première cellule photovoltaïque fonctionnelle, dans les années cinquante, ainsi que l’invention 
du Laser, dans les années soixante, propulsent l’industrie des semis conducteurs, en particulier, et 
celle des cristaux, en général, et permettent à la croissance cristalline de s’établir comme une 
discipline à part entière. Les estimations actuelles [1] montrent que la production mondiale s’élève à 
50.000 tonnes/an de Silicium, pour les besoins de l’électronique et du photovoltaïque, à 3000 
tonnes/an de monocristaux de quartz pour la piézoélectricité, dépasse les 600 tonnes/an pour 
l’arséniure de gallium pour l’optoélectronique, à 500 tonnes/an de cristaux de saphir comme 
substrat pour la fabrication de diodes LED2 et pour les dispositifs RF ainsi qu’à 10 tonnes/an de micro 
cristaux de diamant.  
Pour faire croitre des cristaux massifs il existe plusieurs méthodes classées généralement comme 
suit (voir par exemple [2]): 
 Croissance en phase solide 
 Croissance à partir d’une solution 
 Croissance à partir de la phase liquide (solidification) 
 Croissance à partir de la phase vapeur 
D’après Brice [3] 80% des cristaux sont produits par solidification, donc à partir de la phase liquide. 
Dans cette méthode la cristallisation est réalisée en procédant à la fusion totale du solide, puis un 
abaissement graduel et contrôlé de la température du liquide est opéré afin de permettre la 
solidification totale de la charge. On peut distinguer trois groupes de méthodes de croissance à partir 
du liquide, voir par exemple [4] : 
                                                          
 
1
 La croissance cristalline massive permet d’obtenir des cristaux massifs contrairement aux autres méthodes de 
croissances cristallines par dépôts ou couches minces. 
2
 Light-emitting diode (Diode électroluminescente)  
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1°. Croissance dans un creuset : ex. : Technique de Bridgman (1925), méthode de Stepanov 
(1938),  “Heat Exchanger method” (HEM) (1970) 
2°. Croissance sans creuset : ex. : méthode de Verneuil (1902) 
3°. Méthodes de tirage : ex. Czochralski (1918), Kyropoulos (1926,1930) 
Ces techniques sont en concurrence pour produire des cristaux de plus en plus gros et de plus en plus 
parfaits. Elles ont toutes en commun la croissance d’un cristal à partir d’un germe trempé dans un 
bain fondu dans un four à très haute température. Dans la littérature beaucoup de travaux de 
recherche sont consacrés à l’étude des phénomènes physiques intervenants lors d’une croissance de 
cristaux massifs à partir d’un bain. Le but recherché est la maitrise de ses phénomènes physiques afin 
d’améliorer la qualité du cristal obtenu et d’augmenter le rendement des fours de croissance 
cristalline. La présente étude, objet de cette thèse, est composée de deux parties, la première partie 
se veut une contribution à la compréhension du phénomène de la convection naturelle ayant lieu 
dans une cavité d’un four HEM ; la deuxième partie consiste en l’étude de la simulation du  
phénomène de solidification dans un four HEM. Le choix de la technique HEM est justifié, d’une part 
par l’acquisition de l’UDTS3 d’un four de croissance cristalline HEM pour le photovoltaïque et d’autres 
part par la particularité de la cavité HEM peu étudiée dans la littérature. 
1.2 Le four HEM 
Le four HEM (voir fig. 1) est une technique de croissance relativement récente par rapport aux autres 
techniques. En effet le premier brevet d’invention de la méthode HEM est publié en 1972 par 
Schmid et Viechnicki [5], en 1975 Schmid [6] publie un deuxième brevet où une amélioration de la 
technique est exposée. Le four HEM est décrit comme un four de croissance cristalline permettant 
d’élaborer une large variété de monocristaux, à haut points de fusion, céramiques, métaux ou 
matériaux composites. Dans un four HEM le matériau à solidifier est porté à très haute température 
jusqu’à la fusion total. A la base du creuset un germe est partiellement maintenu à l’état solide par le 
biais d’un jet d’hélium venant percuter la base du creuset. Progressivement le débit d’hélium est 
augmenté afin d’extraire la chaleur par la base du creuset et initier ainsi une nucléation localisée et 
ensuite une croissance cristalline dirigée jusqu’à la solidification totale de la charge (voir la fig. 2 
décrivant les étapes de la croissance cristalline dans un four HEM). Dans la technique HEM et 
contrairement aux autres techniques de croissance on note l’absence de de tout mouvement, que ce 
soit du germe, du bain ou du four, qui perturberai l’interface de solidification. D’autres parts, 
l’interface de solidification étant immergée, la masse fondue constitue un écran à toute perturbation 
mécanique ou thermique du four. L’interface de solidification est convexe, d’où la création de 
mouvements de convection rejetant les impuretés vers les bords supérieurs du lingot, ainsi les 
                                                          
 
3
 Unité de Développement de la Technologie du Silicium, actuellement CRTSE (Centre de Recherche en 
Technologie des semi-conducteurs pour l’Énergétique) 
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pertes, lors des découpes de plaquettes, sont amoindries. D’autres parts le cristal produit peut être 
recuit in situ ce qui empêche toute variation brusque de température pouvant induire des contacts 
mécaniques importants pouvant engendrer des fissurations. L’inconvénient principal de la technique 
HEM est l’interaction cristal creuset qui peut entrainer des contraintes mécanique et une source de 
pollution. Aussi les mouvements de convection dans le bain peuvent conduire à une mauvaise 
homogénéisation du bain et éventuellement du dopant. 
Très peu de travaux sont consacrés à la technique HEM dans la littérature [7-11]. Actuellement le 
four HEM est utilisé pour la croissance de polycristaux de Silicium[12] pour le photovoltaïque et de 
larges cristaux de saphir [13] pour les substrats de diodes LED, entre autres (voir la thèse de A. 
Oçafrain [14]).  
1.3 La convection naturelle 
Le phénomène de convection dans le bain métallique joue un rôle primordial dans la croissance 
cristalline. En effet la croissance cristalline est initiée par le contrôle du transfert de chaleur qui a lieu 
à travers l’interface de solidification qui sépare le cristal du bain fondu. L’équilibre de l’interface de 
solidification ainsi que la maitrise de sa forme et de sa vitesse de déplacement sont gérés par les flux 
de chaleur établis par les gradients de température. En plus la solidification est accompagnée d’une 
libération de chaleur considérable qui doit être drainée hors de l’interface. La convection du bain 
fondu contrôle aussi la concentration des espèces expulsées hors du bain et incorporées dans le 
cristal. Trois types de convections peuvent êtres rencontrées lors d’une croissance cristalline à partir 
d’un bain : la convection naturelle, la convection forcée et la convection capillaire appelée  
convection de Marangoni. La convection forcée dans un bain de croissance cristalline est causée par 
une paroi en mouvement en contact avec le fluide. C’est le cas par exemple dans les fours de type 
Czochralski ou les creusets peuvent subir un mouvement de rotation. La convection capillaire 
intervient dans le cas où le fluide présente une surface libre sujette à des forces de tension 
superficielles dues aux gradients de température et/ou de concentration. La convection naturelle 
existe pratiquement dans tous les dispositifs de croissance cristalline. En effet la densité du fluide 
dépend de la température et de la concentration des dopants ou des constituants, des gradients de 
température ou de concentration engendrent donc des gradients de densité qui engendrent à leur 
tour un mouvement local du fluide lequel par continuité induit un mouvement de convection dans 
l’ensemble du fluide. Dans la littérature d’excellents travaux de synthèse sont consacré à l’étude de 
l’écoulement du fluide et du transfert de chaleur dans les fours de croissance cristalline, voir par 
exemple Pimputkar et Ostrach [15], Hurle [16], Brown [17], Derby [18] et Muller et Ostrogorsky [19]. 
1.4 Le changement de phase 
La fusion et la solidification des matériaux sont des phénomènes physiques impliquant un 
changement de phase du matériau caractérisé par une interface solide/liquide en mouvement. La 
formulation mathématique du changement de phase a été publiée pour la première fois par Lamé et 
Clapeyron en 1831 [20] et Stefan en 1891 [21] pour la solidification de l’eau. La principale 
caractéristique du problème du changement de phase est que l’interface de fusion ou solidification, 
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qui définit une discontinuité de flux thermique, a une position inconnue et est en mouvement. Les 
solutions analytiques pour ce type de problème sont rares et limitées à des domaines semi-infinis ou 
infinis pour lesquels les conditions aux limites et/ou initiales sont idéalisées [22]. Lors de la 
solidification de matériaux, la géométrie et la vitesse de déplacement de l’interface solide-liquide 
influent sur les propriétés du solide obtenu [23]. Ces deux grandeurs sont fonction des conditions 
thermiques imposées aux limites du système de confinement (creuset de croissance). Dans le but de 
parfaire la qualité du cristal, il est utile de connaître l’influence des conditions appliquées aux limites 
sur la forme et l’évolution de l’interface. 
1.5 Objectifs du présent travail 
L’objectif  de cette thèse est double. Dans une première partie nous étudierons numériquement la 
convection naturelle dans un métal liquide contenu dans une cavité cylindrique représentant le 
creuset d’un four de type HEM. Nous nous intéresserons aux effets du facteur de forme de la cavité, 
de la dimension de l’échangeur thermique et des propriétés thermophysiques du matériau 
exprimées via le nombre de Prandtl et le nombre de Rayleigh sur l’écoulement du fluide et le 
transfert de chaleur dans la cavité. Nous étudierons particulièrement deux matériaux différents : le 
Silicium comme semi-conducteur à faible nombre de Prandtl et le Germanate de bismuth (BGO) un 
oxyde à haut nombre de Prandtl. Un code de calcul capable de prédire l’écoulement du fluide et le 
transfert de chaleur sera développé, validé et appliqué à la cavité HEM. Si le développement d’un 
code de calcul basé sur la résolution des équations de Navier Stokes procède beaucoup plus de la 
pédagogie et de la propédeutique, son application, par contre, à la cavité spécifique du four HEM 
constitue l’originalité de la première partie de la présente étude. La deuxième partie de cette thèse 
est consacrée à la simulation du phénomène de solidification dans une cavité de type HEM ; nous 
étudierons particulièrement l’effet des conditions opératoires du four sur la forme et la vitesse de 
l’interface de solidification.  
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Figure 1 : Schema d’un four HEM  
d’après [13] 
 
Figure 2 : Croissance cristalline dans un four HEM  
d’après [24] 
(a) Creuset, couvercle, charge de départ et germe avant fusion. (b) Fusion de la charge. (c) germe 
partiellement fusionné pour amorcer la nucléation. (d) initiation de la croissance. (e) Croissance 
latérale dans la partie basse du creuset. (f) Expansion quasi ellipsoïdale de l’interface de solidification. 
(g) L’interface de solidification atteint la surface liquide. (h) croissance complète du cristal. 
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Chapitre 2 Etat de l’art 
2.1 Introduction 
Dans ce chapitre nous allons dresser une revue bibliographique des travaux relatifs à la modélisation 
et à la simulation de la convection naturelle dans des cavités rectangulaires à travers l’étude de 
l’écoulement du fluide et des transferts de chaleurs et tenterons ainsi d’établir un état de l’art en la 
matière.  Une revue bibliographique succincte sur la solidification est exposée en fin de ce chapitre. 
2.2 Convection naturelle 
2.2.1 Convection naturelle dans des cavités rectangulaires 
Les transferts de chaleur et l’écoulement du fluide qui ont lieu lors d’une convection naturelle dans 
une cavité, fermée ou partiellement ouverte, ont été largement étudié dans la littérature à cause des 
applications diverses d’un tel processus dans plusieurs applications technologiques telles que 
l’aération, la climatisation et l’isolation thermique des habitations et des bâtiments notamment la 
prédiction et la maitrise des incendies, l’énergie solaire, le refroidissement des circuits électroniques, 
et les procédés industriels de transformation et de fabrication des matériaux tels que la croissance 
cristalline pour ne citer que celle-ci. La revue bibliographique dans ce domaine est extrêmement 
riche. Ostrach [25] décrit de manière extensive les travaux antérieurs à 1988. Dans la littérature 
plusieurs configurations de conditions aux limites ont été abordées. Pour des cavités droites on peut 
distinguer globalement deux types de configurations selon que le gradient de température imposé à 
la cavité est parallèle ou perpendiculaire à la force de gravité. Les sources de chaleurs peuvent être 
étendues ou discrètement localisées le long des parois. Les fluides étudiés peuvent éventuellement 
contenir une source volumétrique de chaleur. Lorsque le gradient de température est parallèle à la 
force de gravitation avec une source de chaleur étendue sur la paroi basse de la cavité nous avons 
affaire à la fameuse convection dite de Rayleigh-Bénard. Dans ce qui suit nous nous efforcerons de 
présenter uniquement les travaux en relation avec la présente étude et dans la limite des travaux qui 
nous ont été permis de consulter4. Ainsi par cavités différentiellement chauffées, nous entendrons 
des cavités avec des gradients de température perpendiculaires à la force de gravitation. 
D’après De Vahl davis [26] le premier travail analytique pour résoudre le problème de la convection 
                                                          
 
4
 Beaucoup de travaux importants n’ont pas été cités dans cette étude car publiés dans des revues non 
accessibles via le Système National de Documentation en Ligne, tels que ASME-Journal of Heat Transfer, 
Journal of Fluid Mechanics-Cambridge et AIP-Physics of fluids. Les papiers d’Ostrach [1], de Batchelor [3] et de 
Poots [5] sont cités uniquement à titre historique. 
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naturelle dans une cavité remonte à 1954 avec le papier de Batchelor [27]. Batchelor était intéressé 
par le problème de l’isolation thermique des immeubles en étudiant le double vitrage des fenêtres. 
Son étude se limite à de grands facteurs de forme de la cavité et n’obtient des solutions que pour de 
faibles nombres de Rayleigh 𝑅𝑎 ≪ 1000. La première tentative numérique de résolution du 
problème remonte, toujours d’après De Vahl davis [26], à Poots [28] en 1958 qui utilisa une double 
série de fonctions orthogonales pour représenter les deux variables température et fonction courant. 
Le calcul a été fait manuellement pour 4 valeurs du nombre de Rayleigh inférieur ou égal à 5000. Le 
premier calcul numérique du problème de la convection naturelle, réalisé sur un ordinateur, fut 
certainement celui de Martini et Churchill [29] en 1960. Le problème étudié était celui de la 
convection naturelle dans un cylindre horizontal. L’application principale ciblée était le 
refroidissement des réacteurs nucléaires. La machine utilisée était l’IBM-650 un ordinateur de 
première génération fonctionnant avec des tubes à vide. Ce travail a fait l’objet de la thèse Ph.D de 
Martini [30] et constitue, probablement, la première thèse en simulation numérique de la convection 
naturelle dans une cavité. Hellums et Churchill [31] en 1962 reprennent le calcul de Martini et 
Churchill [29] avec plus de détails sur une machine IBM-704. Le même travail est repris par Wilkes et 
Churchill [32] pour une cavité carrée. De Vahl Davis [26] publie son premier travail sur la convection 
naturelle dans une cavité carrée en 1968 travail qui aboutira par la suite à son fameux article de 
benchmark [33] largement citée dans la littérature et qui a fait l’objet d’un exercice de comparaison 
[34] d’une trentaine de contributions issues de neuf pays. Stewart et Weinberg [35] s’intéressent 
pour la premier fois à la convection naturelle d’un métal liquide de nombre de Prandtl variant de 
0.0127 à 10.0 dans une cavité carrée pour un nombre de Grashov variant entre 2.0103 et 2.0107. Ce 
travail a montré que le comportement des métaux liquides est très diffèrent de celui des fluides à 
haut nombre de Prandtl. Viskanta et al. [36] se posent le problème de l’importance des effets 3D 
dans une cavité remplie d’un métal liquide à bas nombre de Prandtl et concluent que les effets 3D se 
développent non seulement auprès des parois mais même dans le corps de la cavité, cependant le 
nombre de Nusselt moyen 2D peut être utilisé comme première approximation pour des cavités 3D. 
November et Nansteel [37] essayent de comprendre les mécanismes de transfert de chaleur présents 
dans une cavité rectangulaire remplie d’eau chauffée partiellement par le bas et refroidie par une 
paroi verticale. Wolff et al. [38] reprennent les travaux de Stewart et Weinberg [35] et de Viskanta et 
al. [36] pour l’Etain et le Gallium et confirment ainsi le comportement diffèrent des métaux liquides à 
bas nombre de Prandtl par rapport aux fluides à haut nombre de Prandtl en mettant en évidence 
l’existence de recirculation de fluide au niveau des coins de la cavité. Valencia et Frederick [39] 
analysent numériquement le transfert de chaleur dans une cavité carrée avec des parois verticales à 
moitié chauffées ou refroidies. Chadwick et al. [40] présentent des résultats expérimentaux et 
numériques de la convection naturelle dans une cavité refroidie par une paroi verticale alors que les 
autres parois sont maintenues adiabatiques avec une ou deux sources de chaleur discrètes sur la 
paroi verticale opposée. Cette configuration se retrouve dans les boitiers électroniques ou la 
convection naturelle est étudiée pour un refroidissement naturel et économique. Les paramètres 
étudiés sont le nombre de Grashof, la position des sources de chaleur et le facteur de forme de la 
cavité. Fusegi et al [41] étudient la convection de l’air dans une cavité 3D pour un nombre de 
Rayleigh variant entre 103 et 106. Les effets 3D sont mis en évidence au niveau des parois. Le 
nombre de Nusselt moyen est plus grand que celui prévu par la simulation 2D avec un maximum de  
8.9 % pour 𝑅𝑎 = 104. Churbanov et al.[42] étudient numériquement la convection naturelle dans 
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une cavité carrée remplie d’un fluide avec une source de chaleur volumétrique et de nombre de 
Prandtl égale à 7.0 pour un nombre de Rayleigh variant de 105 à 108  et un facteur de forme variant 
de 0.25 à 1.0. Ici l’application principale ciblée est la sécurité des réacteurs nucléaires ; il s’agit de 
prédire correctement l’évolution d’un corium provenant d’un hypothétique accident dans un 
réacteur à eau pressurisée. Fusegi et Hyun [43] publient un excellent article présentant l’état de l’art 
des travaux de simulation numérique sur la convection naturelle dans des cavités rectangulaires 
différentiellement chauffée en mettant l’accent sur les différentes conditions aux limites réalistes. Ho 
et Chang [44] étudient le refroidissement par convection naturelle d’une cavité naturelle avec quatre 
sources de chaleur équidistantes disposées sur une des parois verticales, l’autre paroi étant refroidie 
et les deux autres parois maintenues adiabatiques. L’objectif principal de cette étude est d’examiner 
l’effet du facteur de forme de la cavité, variant de 1 à 10, sur le transfert de chaleur. Les résultats 
montrent que la dissipation de la chaleur dans la cavité diminue lorsque le facteur de forme 
augmente. Ganzarolli et Milanez [45] étudient numériquement la convection naturelle dans une 
cavité rectangulaire chauffée par le bas soit par une température fixe soit par une source de chaleur 
et symétriquement refroidie par les côtés, configuration présente dans les boitiers d’équipements 
électroniques. Le nombre de Nusselt et la valeur maximale de la fonction courant sont étudiés en 
fonction du nombre de Rayleigh, du facteur de forme et du nombre de Prandtl. Les résultats 
montrent que le nombre de Prandtl a un effet négligeable sur le transfert de chaleur et l’écoulement 
du fluide. Pour un facteur de forme égale à 1 la nature de la source n’a aucun effet sur la structure de 
l’écoulement contrairement aux cas de cavités non profondes. Pallarès et al. [46] s’intéressent à la 
convection naturelle induite par une différence de température modérée entre la paroi basse chaude 
et la paroi haute froide d’une cavité cubique et présentent une topologie détaillée de la structure de 
l’écoulement pour des nombres de Rayleigh compris entre 3500 et 10000. Oh et al. [47] examinent 
l’effet de la présence d’une source de chaleur conductrice centrée sur la structure de l’écoulement et 
le transfert de chaleur dans une cavité carrée différentiellement chauffée. L’étude révèle, entre 
autres, l’existence d’une transition entre la prévalence de l’effet de la différence de température due 
aux parois sur celle due à la source de chaleur concentrique. Shim et Hyun [48] s’intéressent à la 
réponse d’une cavité, différentiellement chauffée, soumise à la génération instantanée d’une source 
de chaleur interne et essayent de caractériser l’échelle de temps permettant l’établissement de l’état 
stationnaire. Sun et Emery [49] étudient le problème du couplage conduction-convection dans une 
cavité d’air avec une source de chaleur interne et un écran positionné au milieu de la cavité, les 
parois verticales sont différentiellement chauffées et les parois horizontales adiabatiques. La cavité 
représente un calorimètre. Wang et al. [50] s’intéressent au refroidissement d’une cavité 
rectangulaire avec cinq sources discrètes de chaleur protubérantes représentant un circuit intégré 
électronique. L’étude tente de comprendre l’effet de la protubérance des sources de chaleur ainsi 
que leur emplacement dans la cavité sur  les champs de vitesse et de température. Lemembre et 
Petit [51] s’intéressent à la convection naturelle dans un cylindre vertical isolé par le bas et 
latéralement chauffé par un flux de densité de chaleur uniforme et refroidi avec la même valeur du 
flux par la paroi supérieure. Cette configuration se retrouve dans les réservoirs de stockage 
cylindriques pour hydrocarbures. Ici l’étude porte sur l’influence du nombre de Rayleigh, le facteur 
de forme et le nombre de Prandtl sur la solution stationnaire et examine le comportement 
transitoire de l’écoulement. Aydin et al. [52] étudient l’influence du facteur de forme et du nombre 
de Rayleigh sur l’écoulement du fluide dans une cavité rectangulaire chauffée par une des parois 
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verticales et refroidie par le haut, cette configuration se retrouve dans des applications de 
refroidissement par le plafond des habitations. Frederick [53] se propose de déterminer le facteur de 
forme de la cavité rectangulaire, différentiellement chauffée, permettant le maximum de transfert 
de chaleur pour un nombre de Rayleigh donné. Aydin et al. [54] s’intéressent à une cavité carrée 
inclinée dont deux cotés adjacents sont différentiellement chauffés. Tong [55] s’intéresse à l’effet du 
facteur de forme, variant entre 0.125 et 100, d’une cavité rectangulaire différentiellement chauffée 
remplie d’eau à la limite de l’inversion de sa densité. Aydin et Yang [56] étudient numériquement la 
convection naturelle de l’air dans une cavité rectangulaire avec une source de chaleur isotherme 
localisée dans la paroi basse et refroidie par les parois latérales. La paroi haute et les parties non 
chauffées de la paroi basse sont considérées adiabatiques. L’étude examine l’effet du nombre de 
Rayleigh et la dimension de la source de chaleur sur la structure de l’écoulement et le transfert de 
chaleur.  Ha et Jung [57] s’intéressent au problème du transfert de chaleur conjugué dans une cavité 
3D avec une source de chaleur concentrique et conductrice. Lartigues et al. [58] s’intéressent à la 
structure de l’écoulement fluide notamment à l’apparition de multi cellules dans une cavité à grand 
facteur de forme représentant des fenêtres à double vitrage pour l’isolation des habitations. 
Ishikawa et al. [59] s’intéressent au transfert de chaleur dans une cavité remplie d’eau et 
différentiellement chauffée au point de densité maximum de l’eau. Liu et Phan-Thien [60] se posent 
la question de l’existence et de l’utilité du nombre d’or en convection naturelle dans des cavités à 
trois sources de chaleur. Ils concluent que lorsque les sources de chaleur sont séparées dans un 
rapport du nombre d’or une meilleure performance thermique du système est obtenue. Sezai et 
Mohamad [61] étudient numériquement la convection naturelle dans une cavité avec des sources 
discrètes situées sur la paroi horizontale basse. La cavité est refroidie par la paroi haute à une 
température fixe, la paroi basse est supposée adiabatique sauf au niveau des sources. Pour les parois 
verticales deux conditions aux limites sont utilisées : adiabaticité et température constante froide. Le 
but recherché est de comprendre l’effet du nombre de Rayleigh ainsi que le facteur de forme sur le 
transfert de chaleur et la structure de l’écoulement dans la cavité. Chang et Tsay [62] étudient une 
cavité différentiellement chauffée avec une marche en escalier. Les résultats montrent que la 
présence de la marche d’escalier augmente le nombre de Nusselt de 32 % pour un nombre de 
Rayleigh de 107. Frederick et Quiroz [63] étudient la convection naturelle dans une cavité 
tridimensionnelle avec une paroi verticale froide et une source de chaleur discrète localisée sur la 
paroi verticale opposée. L’objectif de l’étude est de caractériser le transfert de chaleur en fonction 
du nombre de Rayleigh et de déterminer le critère de transition du régime conductif au régime 
convectif. Liaqat et Baytas [64] présentent une étude du problème conjugué dans une cavité carrée 
remplie d’un fluide de nombre de Prandtl égale à 7.0 contenant une source de chaleur volumétrique. 
Les parois sont considérées épaisses et conductrices. Costa [65] se propose de caractériser le 
transfert de chaleur à travers le calcul du nombre de Nusselt dans une cavité rectangulaire à parois 
verticales différentiellement chauffées et diffusives. Deng et al. [66, 67] Considèrent, pour la 
première fois, deux sources de températures différentes dans une cavité rectangulaire. Ohta et al. 
[68] s’intéressent à la convection naturelle dans une cavité carrée d’un fluide pseudo plastique et 
montrent clairement que les propriétés de la viscosité affectent grandement l’écoulement du fluide. 
Pepper et Hollands [69] présentent un exercice comparatif de benchmark numérique d’une 
convection naturelle dans une cavité 3D. Corcione [70] s’intéresse à la convection naturelle dans une 
cavité rectangulaire chauffée par le bas et refroidie par le haut pour différentes conditions aux 
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limites imposées aux cotés, l’étude porte sur l’effet du facteur de forme et du nombre de Rayleigh 
sur la structure de l’écoulement d’un fluide laminaire et stationnaire, le champs de température et 
les transferts de chaleur. Khanafer et al. [71] examinent l’effet de nanoparticules sur l’amélioration 
du transfert de chaleur dans des cavités pouvant servir de MEMS5. Rahman et Sharif [72] 
s’intéressent à une cavité différentiellement chauffée et inclinée avec ou sans source de chaleur 
volumique. Tou et Zhang [73] examinent la convection naturelle dans une cavité 3D inclinée, remplie 
de liquide et contenant une matrice de 3𝑋3 sources de chaleur pour un nombre de Prandtl de 5 et 9. 
Les auteurs font varier le facteur de forme et le nombre de Rayleigh. Bae et Hyun [74] présentent 
une étude numérique de la convection naturelle dans une cavité rectangulaire contenant 3 sources 
de chaleur représentant un boitier électronique. Le but de l’étude est d’optimiser le transfert de 
chaleur dans la cavité. Da Silva et al. [75] examinent la position optimum d’une série de sources 
discrètes dans une cavité rectangulaire servant de boitier électronique. Cheng et Hung [76] 
présentent une étude numérique de la convection naturelle dans une cavité carrée avec vibration de 
parois. Deux configurations sont étudiées : parois verticales différentiellement chauffées et parois 
horizontales différentiellement chauffées. Humaira et Collins [77] essayent d’éliminer ou de diminuer 
l’effet de la convection naturelle dans une cavité par l’introduction d’obstacles. Ichimiya et Saiki [78] 
s’intéressent au déploiement de deux plumes thermiques due à deux sources de chaleur disposées 
dans la paroi basse d’une cavité. Kalabin et al. [79, 80] s’intéressent au transfert de chaleur dut à une 
paroi soumise à une température variable au cours du temps. Randriazanamparany et al. [81] 
s’intéressent à la transition au chaos d’une convection naturelle dans une cavité. Sharif et 
Mohammad [82] reprennent la même configuration étudiée par Aydin et Yang [56] en remplaçant la 
source isotherme par une source de chaleur à flux constant en introduisant toutefois une inclinaison 
de la cavité et en étudiant l’effet du facteur de forme. Plus récemment Basak [83] étudie la 
convection naturelle laminaire et stationnaire dans une cavité carrée chauffée uniformément ou non 
par le bas avec des températures froides et constantes aux parois verticales, cette configuration se 
rencontre dans diverses applications industrielles telles que les conceptions énergétiques des 
bâtiments, le fonctionnement et la sécurité des réacteurs nucléaires et les transferts de chaleurs 
dans les chaudières. Les résultats sont présentés sous la forme de l’effet du nombre de Rayleigh et 
du nombre de Prandtl sur le transfert de chaleur à travers le nombre de Nusselt moyen calculé à la 
base et aux cotés de la cavité. Bazylak et al. [84] étudient l’effet d’une série infinie de sources de 
chaleur disposées dans une cavité. Bennet et Hsueh [85] proposent des solutions de benchmark pour 
une cavité 3D. Dalal et Das [86] considèrent une cavité chauffée par une température à variation 
sinusoïdale le long de la paroi basse et refroidie avec une température constante sur les trois autres 
parois.  Dias Jr et Milanes [87] proposent une étude de l’optimisation de la convection naturelle dans 
une cavité dotée d’une ou de deux sources de chaleurs disposées sur une paroi adiabatique avec 
refroidissement constant sur la paroi opposée. Jou et Tzeng [88] simulent l’amélioration du transfert 
de chaleur dut à la présence de nano fluides dans le même esprit que celui présenté par Khanafer et 
                                                          
 
5
 MEMS, acronyme anglais de Microelectromechanical systems, est un assemblage de dispositifs de tailles 
micrométriques comprenant un ou plusieurs éléments mécaniques. 
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al. [71]. Li et al. [89] présentent un double travail numérique et expérimentale pour étudier 
l’écoulement fluide et le transfert de chaleur dans une cavité chauffée partiellement par le bas et 
refroidie partiellement par le haut. Cheikh et al. [90] étudient plusieurs configurations d’une cavité 
chauffée localement par la paroi basse et refroidie différemment par les autres parois. Chen et Chen 
[91] présentent une configuration particulièrement compliquée ou des sources de chaleurs sont 
disposées sur les parois de la cavité. Ganguli et al. [92] publient un excellent travail sur la convection 
naturelle dans des cavités rectangulaires de grand facteur de forme 𝐴 = 20 et pour plusieurs fluides 
pour un nombre de Prandtl compris entre 0.71 et 7. Hwang et al. [93] reviennent sur l’effet des 
nanoparticules d’alumine 𝐴𝑙2𝑂3 dans une cavité remplie d’eau. Kandaswamy et al.[94] explorent la 
convection naturelle dans une cavité différentiellement chauffée remplie d’eau autour de sa densité 
maximale ; plusieurs configurations des parois verticales partiellement chauffée et refroidies sont 
étudiées. La position des sources chaudes et froides sont étudiées. Nithyadevi et al. [95] essayent de 
calculer la configuration qui permet un transfert de chaleur optimal pour différentes positions de 
deux sources différentiellement chauffées sur les deux parois verticales d’une cavité rectangulaire et 
ce pour différents nombres de Grashof et différents facteurs de forme de la cavité. Le transfert de 
chaleur est maximum lorsque la source chaude se trouve dans la position basse de la paroi et la 
source froide opposée dans la position haute de la paroi. Le transfert de chaleur augmente avec le 
facteur de forme. Banerjee et al. [96] étudient la convection naturelle dans une cavité refroidie par 
les parois verticales avec deux sources de chaleurs discrètes à flux constant disposées sur la paroi 
horizontale inférieure. Le travail est motivé par le souci de refroidir de manière passive et peu 
onéreuse des dispositifs électronique ou des MEMS. Deng [97] explore l’écoulement fluide et le 
transfert de chaleur dans une cavité rectangulaire avec deux paires de sources de chaleurs, froide et 
chaude, disposées sur les quatre côtés de la cavité de manière à provoquer des gradients de 
température parallèle et vertical à la gravité.  Oztop et al. [98] s’intéressent au transfert causé par 
une source de chaleur discrète dans une cavité rectangulaire remplie d’un nanofluide afin 
d’augmenter les transferts de chaleur. Saravanan et Civaraj [99] s’intéressent à une cavité carrée 
refroidie par les deux parois verticales avec une source de chaleur de dimension variable dont la 
température varie linéairement et positionnée sur la paroi basse, le reste des parois sont maintenues 
adiabatiques. Hasan et al. [100] présentent une étude numérique d’une cavité carrée 
différentiellement chauffée avec des cotés sinusoïdalement ondulés. Raji et al. [101] étudient une 
cavité carrée chauffée par le bas à une température constante et refroidie par le haut avec une 
température à variation temporelle sinusoïdale.   
2.2.2 Convection naturelle en croissance cristalline 
Toutes les études mentionnées précédemment considèrent des cavités différentiellement chauffées 
par la totalité ou une portion des parois verticales ou par une ou plusieurs sources de chaleur 
uniformes ou variables dans le temps et l’espace localisées ou volumétriques. La présente étude est 
basée sur une cavité cylindrique remplie d’un matériau liquide chauffé par les parois et refroidis par 
une partie centrale localisée dans la paroi basse. Cette configuration se retrouve dans les fours de 
croissance cristalline dénommés "Heat Exchanger Method (HEM)" conçu par Schmid et Viechnicki [5] 
en 1972 et amélioré par Schmid [6] en 1975. Le phénomène de convection joue un rôle central dans 
le domaine de la croissance cristalline massive car il influence les transferts de chaleur et de masse 
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qui à leurs tour influencent et contrôlent les paramètres importants de la croissance cristalline telles 
que la forme et la position de l’interface de solidification, la composition chimique ainsi que la 
densité et la distribution des dislocations et des contraintes dans le cristal obtenu. Lors d’une 
croissance cristalline on peut distinguer trois mécanismes pouvant contribuer au phénomène de la 
convection, viz.: la convection naturelle, la convection forcée et la convection dite capillaire ou de 
Marangoni. Plusieurs travaux de synthèse traitant du phénomène de l’écoulement du fluide et du 
transfert de chaleur par convection en croissance cristalline ont été publiés par Pimputkar et Ostrach 
[15], Hurle [16, 102], Brown [17], Derby [18], Muller et Ostrogorsky [19]. Afin d’améliorer la qualité 
du cristal obtenu et de mieux comprendre le processus de la croissance cristalline un effort 
considérable a été consentit pour étudier, à l’aide de la simulation numérique, le phénomène de la 
convection dans des fours de type Czochralski,  Bridgman ou zone flottante, voir par exemple le 
travail de synthèse de Muller et Ostrogorsky [19] pour plus de détails bibliographiques. Par contre le 
four de croissance HEM a reçu peu d’attention [7-10, 103-105] bien qu’il constitue une alternative 
très prometteuse. Actuellement cette technique est utilisée pour la croissance de gros lingots de 
saphir (boules de 35 cm de diamètre, 65 kg) [13] et de grands lingots multicristallins de Silicium 
(69 × 69 cm, 240 kg) pour le photovoltaïque [12]. 
2.3 La solidification 
Le cristal est obtenu, dans la technique HEM, par une solidification dirigée du matériau considéré. La 
solidification est un phénomène physique qui caractérise un matériau qui passe de la phase liquide à 
la phase solide. Ce problème, communément appelé problème de Stefan, ou problème du 
changement de phase, intervient, de manière générale, dans divers domaines d’applications 
industrielles, autres que la croissance cristalline, nous citerons comme exemples (voir pour plus de 
détails l’excellent ouvrage de Flemings [106]):  
 le traitement des matériaux,  
 la solidification en coulée continue,  
 le stockage de la chaleur et du froid,  
 les traitements spécifiques dans l’industrie de la chimie et de l’agroalimentaire 
 etc. 
Dans la littérature on trouve beaucoup de travaux de simulation numérique sur le changement de 
phase d’un corps pur ou composé. L’ouvrage de Crank [22] est une référence de base. Il est utile de 
citer, ici, le travail remarquable de D. A. Tarzia [107] disponible, en libre téléchargement, sur le site 
de l’université Austral [108]. Ce travail regroupe une liste bibliographique de près de 6000 références 
dans le domaine et constitue, de ce fait, un point de départ indispensable. Les méthodes de 
résolution du problème du changement de phase peuvent être classées de différentes manières. 
Dans le cadre de cette étude nous opterons pour une classification entre maillage fixe et maillage 
mobile ou adaptatif adoptée par Wintruff et al. [109] et Li et al. [110]. Parmi les techniques à 
maillage fixe nous utiliserons la méthode dite enthalpie/porosité ou méthode source développée par 
Voller et Prakash [111] et Brent et al. [112]. Nous donnerons un aperçu détaillé de cette méthode au 
chapitre 6 de cette étude. 
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2.4 Conclusion  
La convection naturelle ainsi que le changement de phase solide/liquide dans des cavités 
rectangulaires a fait l’objet de travaux extensifs dans la littérature à cause de leurs multiples 
applications industrielles. La cavité représentée par le creuset d’un four de croissance cristalline HEM 
a, par contre, reçu peu d’attention. Dans le chapitre suivant nous développerons l’approche 
mathématique adoptée pour modéliser et simuler la convection naturelle dans notre cavité. Le 
problème de la solidification sera abordé en détail dans le chapitre 6. 
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Chapitre 3 Approche mathématique 
3.1 Position du problème   
La fig. 3 (a) représente schématiquement le four HEM. Dans cette étude nous nous limiterons au 
système creuset-bain fondu métallique représentée schématiquement sur la fig. 3 (b). Notre 
domaine géométrique d’étude comprend les parois du creuset, le couvercle représenté par la paroi 
supérieure et le bain métallique. Le creuset est un cylindre de hauteur 𝐻 et de diamètre 𝑊. 
L’échangeur de chaleur de diamètre 𝑙, est localisé au centre de la paroi inférieure. Les parois 
supérieure et latérale sont portées à une température chaude 𝑇𝐶  tandis que l’échangeur thermique 
est soumis à la température froide 𝑇𝐹. Le creuset est rempli d’un métal liquide porté à la 
température chaude 𝑇𝐶. L’ensemble du domaine est inscrit dans un repère de coordonnées 
cylindriques représenté sur la fig. 3 (c) définit par la base orthonormée (𝑒𝑟, 𝑒𝜃, 𝑒𝑧) ou un point 
quelconque de l’espace est définit par le vecteur position  𝑟 = (𝑟, 𝜃, 𝑧) ainsi que le vecteur vitesse 
?⃗⃗? = (𝑢, 𝑤, 𝑣), la condition d’axisymétrie sera appliquée et le domaine d’étude peut être réduit 
simplement à n’importe quel demi-plan contenant l’axe de révolution comme indiqué dans la fig. 3 
(b). Le calcul 3D est ainsi ramené à un calcul 2D et permet de déterminer complètement la solution.  
3.2 Hypothèses simplificatrices 
Afin d’établir notre modèle nous utiliserons les hypothèses simplificatrices suivantes : 
1. Le fluide est constitué d’une seule espèce  
2. Le fluide est constitué d’une seule phase 
3. L’écoulement du fluide est stationnaire 
4. L’écoulement du fluide est bidimensionnel à cause de la condition d’axisymétrie  
5. L’écoulement du fluide est laminaire 
6. Le fluide est incompressible 
7. Le fluide est considéré newtonien 
8. Le fluide satisfait l’approximation de Boussinesq 
9. La dissipation visqueuse est négligée 
10. Le phénomène de radiation est négligé 
11. Les propriétés thermophysiques du fluide sont considérées constantes. 
12. Les gradients de tension superficielle, induisant l’effet Marangoni, sont négligeables 
3.3 Mise en équations 
Notre problème est complétement définis par les équations de la mécanique des fluides développées 
dans les ouvrages classiques de la dynamique des fluides tels que Landau [113] Kundu [114], White 
[115] et Currie [116] et qui s’écrivent en tenant compte des hypothèses précédentes, en 
coordonnées cylindriques axisymétriques, comme suit : 
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Equation de conservation de la masse terme 
1
𝑟
𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑟
+
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= 0                                                           ( 3-1) 
Equation de conservation de la quantité de mouvement  
𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑧
= −
1
𝜌
𝜕𝑝
𝜕𝑟
+ 𝜈 [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑢
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑢
𝜕𝑧2
−
𝑢
𝑟2
]                             ( 3-2) 
𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= −
1
𝜌
𝜕𝑝
𝜕𝑧
+ 𝜈 [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑣
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑣
𝜕𝑧2
] + 𝛽𝑔(𝑇 − 𝑇𝐹)                          ( 3-3) 
Equation de conservation de l’énergie 
𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= 𝜅 [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑇
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑇
𝜕𝑧2
]                                             ( 3-4) 
Les équations sont adimensionnées comme suit : 
𝑟∗ =
𝑟
𝑊
,        𝑧∗ =
𝑧
𝑊
,       𝑢∗ =
𝑢
𝑈0
,       𝑣∗ =
𝑣
𝑈0
,       𝑝∗ =
𝑝
𝜌𝑈0
2 ,       𝑇
∗ =
𝑇−𝑇𝐹
𝑇𝐶−𝑇𝐹
,       𝜀 =
𝑙
𝑊
         ( 3-5) 
Avec     𝑈0 =
𝜅
𝑊⁄   est une vitesse caractéristique, 𝜌et 𝜅 sont respectivement, la densité et la 
diffusivité thermique du fluide : 𝜅 =
𝑘
𝜚𝐶𝑝
, 𝑘 étant la conductivité thermique et 𝐶𝑝  la capacité 
calorifique à pression constante du fluide. 𝑝 est la pression du fluide, 𝑇𝐹 et 𝑇𝐶  les températures 
froide de l’échangeur thermique et chaude des parois 𝜀 est la valeur adimensionnée de la dimension 
de l’échangeur thermique. 
Les équations adimensionnées s’écrivent : (pour des raisons de commodité l’étoile a été 
délibérément abandonnée) 
1
𝑟
𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑟
+
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= 0                                                                 ( 3-6) 
𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑟
+ 𝑃𝑟 [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑢
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑢
𝜕𝑧2
−
𝑢
𝑟2
]                                              ( 3-7) 
𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑟
+ 𝑃𝑟 [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑣
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑣
𝜕𝑧2
] + 𝑅𝑎𝑃𝑟𝑇                                      ( 3-8) 
𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑇
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑇
𝜕𝑧2
]                                            ( 3-9) 
Les nombres adimensionnels de Prandtl et de Rayleigh caractéristiques du fluide sont définis comme 
suit : 
𝑃𝑟 =
𝜈
𝜅
                                                                          ( 3-10) 
𝑅𝑎 =
𝛽𝑔(𝑇𝐶−𝑇𝐹)𝑊
3
𝜈𝜅
                                                                ( 3-11) 
 est la viscosité cinématique, 𝛽le coefficient d’expansion thermique et 𝑔 la gravité. 
3.4 Conditions aux limites et initiales 
Les conditions aux limites après l’écriture adimensionnée des équations régissant le fluide s’écrivent 
comme suit : 
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 Sur les parois haute, basse et latérale : 
𝑢 = 𝑣 = 0                      𝑇 = 𝑇𝐶 = 1                                             ( 3-12) 
 Sur l’échangeur thermique : 
𝑢 = 𝑣 = 0                      𝑇 = 𝑇𝐹 = 0                                            ( 3-13) 
 Sur l’axe symétrique de révolution la valeur de n’importe quelle variable physique est 
assimilée à la valeur la plus adjacente :  
(
𝜑|𝑟=0 = 𝜑|𝑟=𝛿𝑟
𝜕𝜑
𝜕𝑟
|
𝑟=0
=
𝜕𝜑
𝜕𝑟
|
𝑟=𝛿𝑟
)       ∀ 𝜑 = 𝑇, 𝑢 𝑜𝑢 𝑣,            𝛿𝑟 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑠𝑝𝑜𝑛𝑑 𝑎𝑢 𝑛𝑜𝑒𝑢𝑑 𝑙𝑒 𝑝𝑙𝑢𝑠 𝑝𝑟𝑜𝑐ℎ𝑒       ( 3-14) 
 A l’état initial le fluide est supposé à la température initiale 𝑇0: 
𝑇0 =
𝑇𝐶−𝑇𝐹
2
= 0.5                                                            ( 3-15) 
3.5 Le nombre de Nusselt 
Le nombre de Nusselt est utilisé pour apprécier le transfert de chaleur à travers la paroi représentant 
l’échangeur de chaleur, il représente le rapport entre le transfert thermique total et le transfert par 
conduction. Il est définit de la manière suivante : 
𝑁𝑢 =
ℎ𝑙
𝑘
                                                                ( 3-16) 
ℎ  est le coefficient de transfert thermique 
𝑙  est la dimension de l’échangeur thermique 
𝑘  est la conductivité thermique du fluide. 
Le flux de chaleur à travers la paroi de l’échangeur de chaleur s’écrit comme suit : 
𝑞 = ℎ(𝑇𝑃𝑎𝑟𝑜𝑖 − 𝑇𝑟𝑒𝑓)                                                              ( 3-17) 
Où 𝑇𝑃𝑎𝑟𝑜𝑖 représente la température de la paroi représentant l’échangeur thermique donc 
𝑇𝑃𝑎𝑟𝑜𝑖 = 𝑇𝐹 et 𝑇𝑟𝑒𝑓 = 𝑇𝐶  est la température de référence choisie égale à la température de la paroi 
chaude. Le nombre de Nusselt s’écrit donc: 
𝑁𝑢 =
𝑞 𝑙
𝑘 (𝑇𝐹−𝑇𝐶)
                                                                ( 3-18) 
D’autre part le flux de chaleur pour un fluide laminaire auprès de la paroi de l’échangeur thermique 
est calculé par le biais de la loi de Fourier : 
𝑞 = 𝑘 (
𝜕𝑇
𝜕𝑧
)
𝑧=0
                                                          ( 3-19) 
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Le nombre de Nusselt s’écrit donc en remplaçant (‎3-19) dans (‎3-18) : 
𝑁𝑢 = (
𝜕𝑇
𝜕𝑧
)
𝑧=0
𝑙
(𝑇𝐹−𝑇𝐶)
                                                     ( 3-20) 
En tenant compte de l’adimensionnement adopté dans l’équation (‎3-5) le nombre de Nusselt 
adimensionné s’écrit finalement (l’étoile étant délibérément abandonnée) : 
𝑁𝑢 = 𝜀
𝜕𝑇
𝜕𝑧
                                                                       ( 3-21) 
3.6 La fonction courant  
Pour un écoulement axisymétrique à révolution cylindrique la fonction courant s’écrit, en tenant 
compte de l’adimensionnement adopté dans l’équation (‎3-5) , comme suit : 
𝑢 = −
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑧
,                          𝑣 =
1
𝑟
𝜕𝜓
𝜕𝑟
                                                 ( 3-22) 
Où 𝜓est la fonction courant adimensionnée par la valeur  𝜅𝑊.  
3.7 Température moyenne de la cavité 
Nous utiliserons dans notre présente étude la notion de température moyenne de la cavité afin 
d’apprécier le refroidissement global de la cavité. Nous définissons cette température moyenne de la 
cavité comme suit : 
𝑇𝑀𝑜𝑦 =
1
𝑉
∑ 𝑇𝑖𝑉𝑖
𝑛
𝑖=1                                                                      ( 3-23) 
Où 𝑉 est le volume total de notre domaine et 𝑇𝑖  et 𝑉𝑖 représentent, respectivement, la température 
et le volume du volume de control. La sommation étant faite sur l’ensemble 𝑛 des volumes de 
control. 
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Figure 3 : (a) Représentation schématique du four HEM. 
(b) Domaine géométrique d’étude considéré. 
(c) Repère en coordonnées cylindriques 
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3.8 Méthodes numériques 
3.8.1 Equation générique 
Pour résoudre nos équations aux dérivées partielles, définies dans le paragraphe précédent, nous 
utiliserons la méthode des volumes finis, que nous décrirons en suivant la démarche adoptée par 
Patankar  [117] et Versteeg et Malalasekera [118]. 
Nous remarquerons d’abord que par une simple manipulation les équations (‎3-6)-(‎3-9) peuvent êtres 
réécrites, de manière compacte, à l’aide de l’équation générale suivante : 
    
𝜕
𝜕𝑧
(𝑣𝜑) +
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟𝑢𝜑) = 𝛤 [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝜑
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝜑
𝜕𝑧2
] + 𝑆                                         ( 3-24) 
Ou 𝜑 est une variable générale, 𝛤et 𝑆 sont, respectivement, le coefficient de diffusion général et le 
terme source. Les équations (‎3-6)-(‎3-9) peuvent êtres générées à l’aide de l’équation générale (‎3-23) 
en utilisant les correspondances du tableau 1 
Equation variable générale Coefficient de diffusion  Terme source 
 𝜑 𝛤 𝑆 
continuité 1 0 0 
Quantité de mvt.  selon r 𝑢 𝑃𝑟 −
𝜕𝑝
𝜕𝑟
−
𝑃𝑟𝑢
𝑟2
 
Quantité de mvt.  selon z 𝑣 𝑃𝑟 −
𝜕𝑝
𝜕𝑧
+ 𝑅𝑎𝑃𝑟T 
Energie 𝑇 1 0 
 
Tableau 1 coefficients et termes sources de l’équation générique 
3.8.2 Discrétisation par la méthode des volumes finis 
Afin de discrétiser l’équation générale (‎3-24) le domaine de calcul est subdivisé en petits volumes 
dénommés volumes finis centrés sur chaque nœud de la grille où seront calculés les champs de 
température et de pression comme indiqué sur la fig. 4. Le champ de vitesse sera calculé sur une 
grille décalée. 
Définissons un flux total  𝐽 dont les composantes sont définies comme suit : 
𝐽 =  𝐽𝑟𝑒𝑟⃗⃗ ⃗⃗ + 𝐽𝑧𝑒𝑧⃗⃗⃗⃗                                                             ( 3-25) 
Avec :                                                    
     𝐽𝑟 = 𝑢𝜑 − 𝛤
𝜕𝜑
𝜕𝑟
    et       𝐽𝑧 = 𝑣𝜑 − 𝛤
𝜕𝜑
𝜕𝑧
                                          ( 3-26) 
En tenant compte de (‎3-25) et (‎3-26), l’équation générique (‎3-24) peut s’écrire sous la forme 
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vectorielle compacte suivante : 
?⃗?. 𝐽 = 𝑆                                                                         ( 3-27) 
L’intégrale de l’équation (‎3-27) sur le volume de control de la fig. 4 s’écrit comme suit, en utilisant le 
théorème de Green-Ostogradsky : 
∫ ?⃗?. 𝐽 𝑑𝑉
𝑉𝐶
= ∮ 𝐽. 𝑑𝑆⃗⃗⃗⃗ ⃗
𝑆
= ∑ ∫ 𝐽. 𝑒𝑖𝑑𝐴𝑖𝐴𝑖
 4𝑖=1 = ∮ 𝑆𝑑𝑉𝑉𝐶                                        ( 3-28) 
La sommation a lieu sur les quatre faces de l’élément de volume de la fig. 4. 𝐴𝑖  représente les 
surfaces entourant l’élément de volume et qui valent, d’après la fig. 4, pour ∆𝜃 = 1, 𝐴𝑟 = 𝑟𝑃∆𝑧𝑃 
selon l’axe 𝑟 et 𝐴𝑧 = 𝑟𝑃∆𝑟𝑃 selon l’axe z. 𝑑𝑒𝑖 représente le vecteur unitaire perpendiculaire à la 
surface 𝐴𝑖. L’équation (‎3-28) s’écrit alors : 
∫ ?⃗?. 𝐽 𝑑𝑉
𝑉𝐶
= ∫ 𝐽𝑟𝑑𝑆𝑒𝐴𝑒
+ ∫ 𝐽𝑧𝑑𝑆𝑛𝐴𝑛
− ∫ 𝐽𝑟𝑑𝑆𝑤𝐴𝑤
− ∫ 𝐽𝑧𝑑𝑆𝑠𝐴𝑠
= ∮ 𝑆𝑑𝑉
𝑉𝐶
                        ( 3-29) 
Pour calculer les intégrales de l’équation (‎3-29) nous utiliserons l’approximation du point milieu : 
∫ 𝑓𝑑𝑆𝑒𝐴𝑒
≈ 𝑓𝑒𝐴𝑒      et             ∫ 𝑓𝑑𝑉𝑉 = 𝑓𝛥𝑉                                                    ( 3-30) 
L’équation (‎3-29) s’écrit alors : 
∫ ?⃗?. 𝐽
𝑉𝐶
𝑑𝑉 =  𝐴𝑒𝐽𝑟
𝑒 + 𝐴𝑛𝐽𝑧
𝑛 − 𝐴𝑤𝐽𝑟
𝑤 − 𝐴𝑠𝐽𝑧
𝑠 = 
𝑟𝑃∆𝑧𝑃𝐽𝑟
𝑒 + 𝑟𝑃∆𝑟𝑃𝐽𝑧
𝑛 − 𝑟𝑃∆𝑧𝑃𝐽𝑟
𝑤 − 𝑟𝑃∆𝑟𝑃𝐽𝑧
𝑠 = 𝑆𝛥𝑉                                  ( 3-31) 
Le terme source est linéarisé par rapport à la variable 𝜑 comme suit  𝑆 = 𝑆𝑢 + 𝑆𝑃𝜑𝑃 
Avec : 
𝐽𝑟
𝑒 = 𝑢𝑒𝜑𝑒 − 𝛤
𝜕𝜑
𝜕𝑟
|
𝑒
𝐽𝑟
𝑤 = 𝑢𝑤𝜑𝑤 − 𝛤
𝜕𝜑
𝜕𝑟
|
𝑤
𝐽𝑧
𝑠 = 𝑣𝑠𝜑𝑠 − 𝛤
𝜕𝜑
𝜕𝑧
|
𝑠
𝐽𝑧
𝑛 = 𝑣𝑛𝜑𝑛 − 𝛤
𝜕𝜑
𝜕𝑧
|
𝑛
                                         ( 3-32) 
En posant : 
𝐹𝑒 = 𝑟𝑃∆𝑧𝑃𝑢𝑒            𝐹𝑤 = 𝑟𝑃∆𝑧𝑃𝑢𝑤           𝐹𝑛 = 𝑟𝑃∆𝑟𝑃𝑣𝑛           𝐹𝑠 = 𝑟𝑃∆𝑟𝑃𝑣𝑠                      ( 3-33) 
L’équation (‎3-31) s’écrit : 
∫ ?⃗?. 𝐽𝑑𝑉
𝑉𝐶
= 𝐹𝑒𝜑𝑒 + 𝐹𝑛𝜑𝑛 − 𝐹𝑤𝜑𝑤 − 𝐹𝑠𝜑𝑠 − 
𝐴𝑒𝛤
𝜕𝜑
𝜕𝑟
|
𝑒
− 𝐴𝑛𝛤
𝜕𝜑
𝜕𝑧
|
𝑛
+ 𝐴𝑤𝛤
𝜕𝜑
𝜕𝑟
|
𝑤
+ 𝐴𝑠𝛤
𝜕𝜑
𝜕𝑧
|
𝑠
= 𝑆𝑢 + 𝑆𝑃𝜑𝑃                          ( 3-34) 
Pour évaluer  𝐹𝑒𝜑𝑒  nous utiliserons le schéma upwind [117]: 
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𝐹𝑒𝜑𝑒 = 𝜑𝑃⟦𝐹𝑒, 0⟧ − 𝜑𝐸⟦−𝐹𝑒, 0⟧ 𝐹𝑤𝜑𝑤 = 𝜑𝑊⟦𝐹𝑤, 0⟧ − 𝜑𝑃⟦−𝐹𝑤, 0⟧
𝐹𝑛𝜑𝑛 = 𝜑𝑃⟦𝐹𝑛, 0⟧ − 𝜑𝑁⟦−𝐹𝑛, 0⟧ 𝐹𝑠𝜑𝑠 = 𝜑𝑆⟦𝐹𝑠, 0⟧ − 𝜑𝑃⟦−𝐹𝑠, 0⟧
           ( 3-35) 
Où l’opérateur ⟦𝐴, 𝐵⟧ est définit comme le maximum de A et B. 
Pour évaluer le gradient  
𝜕𝜑
𝜕𝑟
|
𝑒
 nous utiliserons la méthode des trapèzes : 
 
𝜕𝜑
𝜕𝑟
|
𝑒
=
𝜑𝐸−𝜑𝑃
(𝛿𝑟)𝑒
𝜕𝜑
𝜕𝑧
|
𝑛
=
𝜑𝑁−𝜑𝑃
(𝛿𝑧)𝑛
𝜕𝜑
𝜕𝑟
|
𝑤
=
𝜑𝑃−𝜑𝑊
(𝛿𝑟)𝑤
𝜕𝜑
𝜕𝑧
|
𝑠
=
𝜑𝑃−𝜑𝑆
(𝛿𝑧)𝑠
                                             ( 3-36) 
Posons encore une fois : 
𝐷𝑒 =
𝛤𝑟𝑃∆𝑧𝑃
(𝛿𝑟)𝑒
          𝐷𝑤 =
𝛤𝑟𝑃∆𝑧𝑃
(𝛿𝑟)𝑤
          𝐷𝑛 =
𝛤𝑟𝑃∆𝑟𝑃
(𝛿𝑧)𝑛
          𝐷𝑠 =
𝛤𝑟𝑃∆𝑟𝑃
(𝛿𝑧)𝑠
                  ( 3-37) 
En utilisant les équations (‎3-35), (‎3-36) et (‎3-37) l’équation (‎3-34)  s’écrit: 
𝜑𝑃[⟦𝐹𝑒, 0⟧ + ⟦𝐹𝑛, 0⟧ + ⟦−𝐹𝑤 , 0⟧ + ⟦−𝐹𝑠, 0⟧ + 𝐷𝑒 + 𝐷𝑛 + 𝐷𝑤 + 𝐷𝑠] = 
𝜑𝐸[⟦−𝐹𝑒 , 0⟧ + 𝐷𝑒] + 𝜑𝑁[⟦−𝐹𝑛, 0⟧ + 𝐷𝑛] + 
𝜑𝑊[⟦𝐹𝑤, 0⟧ + 𝐷𝑤] + 𝜑𝑆[⟦𝐹𝑠, 0⟧ + 𝐷𝑠] + 𝑆𝑢 + 𝑆𝑃𝜑𝑃                                     ( 3-38) 
3.8.2.1 Discrétisation de l’équation de continuité 
En considérant les coefficients du tableau 1 l’équation de continuité s’écrit à partir de l’équation 
générique discrétisée (‎3-38) : 
𝐹𝑒 + 𝐹𝑛 + 𝐹𝑤 + 𝐹𝑠 = 0                                                          ( 3-39) 
3.8.2.2 Discrétisation de l’équation de la température 
En tenant compte de l’équation de continuité (‎3-39), l’équation (‎3-38) s’écrit, pour la température, 
comme suit : 
𝑎𝑃𝑇𝑃 =  𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑎𝑆𝑇𝑆                                          ( 3-40) 
Avec :  
𝑎𝐸 = 𝐷𝑒 + ⟦−𝐹𝑒 , 0⟧ 𝑎𝑊 = 𝐷𝑤 + ⟦𝐹𝑤, 0⟧
𝑎𝑁 = 𝐷𝑛 + ⟦−𝐹𝑛, 0⟧ 𝑎𝑆 = 𝐷𝑠 + ⟦𝐹𝑠, 0⟧
𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆
              ( 3-41) 
On remarquera que pour un maillage 2D cartésien 𝑟𝑃 vaut 1 et on retrouve les équations de 
discrétisation du problème 2-D cartésien [117].  
En suivant la notation de Patankar [117] l’équation (‎3-40) s’écrit : 
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𝑎𝑃𝑇𝑃 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑇𝑛𝑏𝑛𝑏                                                              ( 3-42) 
Ou 𝑛𝑏 fait référence aux quatre nœuds voisins du nœud 𝑃. 
3.8.2.3 Discrétisation de l’équation du mouvement selon r 
En suivant le même développement que précédemment et en remplaçant 𝜑 par 𝑢 on peut montrer 
que sur une grille décalée à droite, voir fig. 5 (a), l’équation (‎3-38) sur un volume de control centré 
sur 𝑒 s’écrit : 
𝑎𝑒𝑢𝑒 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑢𝑛𝑏 𝑛𝑏 + (𝑃𝑃 − 𝑃𝐸)𝑟𝑒∆𝑧𝑒                                            ( 3-43) 
Ou 𝑛𝑏 fait référence aux quatre nœuds voisins du nœud 𝑒. 
Le terme de pression est calculé comme suit, en utilisant l’approximation d’intégration de volume au 
point milieu ainsi que la méthode des trapèzes : 
∫
𝜕𝑃
𝜕𝑟𝑉𝐶
𝑑𝑉 ≈
𝜕𝑃
𝜕𝑟
|
𝑒
𝑉 ≈
(𝑃𝐸−𝑃𝑃)
∆𝑟𝑒
𝑟𝑒∆𝑟𝑒∆𝑧𝑒 = (𝑃𝐸 − 𝑃𝑃)𝑟𝑒∆𝑧𝑒                  ( 3-44) 
Le terme source est calculé de la même manière : 
−∫ 𝑃𝑟
𝑢
𝑟2𝑉𝐶
𝑑𝑉 ≈ −𝑃𝑟
𝑢𝑒
𝑟𝑒
𝑟𝑒∆𝑟𝑒∆𝑧𝑒 = −𝑃𝑟
∆𝑟𝑒∆𝑧𝑒
𝑟𝑒
𝑢𝑒                                               ( 3-45) 
Le terme source (‎3-45) est inséré dans le coefficient 𝑎𝑒 de l’équation (‎3-43). 
3.8.2.4 Discrétisation de l’équation du mouvement selon z 
De la même manière que précédemment et sur une grille décalée vers le haut, voir fig. 5 (b),  
l’équation (‎3-38) sur un volume de control centré sur 𝑛 s’écrit : 
𝑎𝑛𝑣𝑛 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑣𝑛𝑏𝑛𝑏 + (𝑃𝑃 − 𝑃𝑁)𝑟𝑛∆𝑟𝑛 + 𝑏                                    ( 3-46) 
Le terme de pression est calculé comme suit, en utilisant l’approximation d’intégration de volume au 
point milieu ainsi que la méthode des trapèzes : 
∫
𝜕𝑃
𝜕𝑧
𝑑𝑉 ≈
𝜕𝑃
𝜕𝑧
|
𝑛
≈
(𝑃𝑃−𝑃𝑁)
∆𝑧𝑛𝑉𝐶
𝑟𝑛∆𝑟𝑛∆𝑧𝑛 = (𝑃𝑃 − 𝑃𝑁)𝑟𝑛∆𝑟𝑛                           ( 3-47) 
Le terme source 𝑏 est calculé comme suit : 
𝑏 = ∫ 𝑅𝑎𝑃𝑟𝑇. 𝑑𝑉
𝑉𝐶
≈ 𝑅𝑎𝑃𝑟𝑇𝑛𝑟𝑛∆𝑟𝑛∆𝑧𝑛                                       ( 3-48) 
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(a) (b) 
 
Figure 4 : (a) maillage en grille structurée.   (b) Volume de control 2D axisymétrique
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(a) (b) 
 
Figure 5 : maillage en grilles décalé : (a) champ de vitesse u. (b) champ de vitesse v. 
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3.8.2.5 Algorithme de couplage Pression-Vitesse SIMPLE 
Si le champ de pression est connu les champs de température et de vitesse peuvent être calculés  à 
partir des équations (‎3-42), (‎3-43) et (‎3-48). Cependant le champ de pression n’est pas connu à priori 
et doit être calculé simultanément. Si le fluide était compressible nous aurions pu utiliser l’équation 
de continuité pour calculer la densité et déduire par la suite la pression à travers une relation d’état 
du type 𝑝 = 𝑝(𝜌, 𝑇). A cause de l’hypothèse d’incompressibilité du fluide la pression est une 
inconnue supplémentaire et le système d’équation n’est plus carré et ne peut donc pas être résolu 
facilement. Pour pouvoir résoudre le système d’équations (‎3-42), (‎3-43) et (‎3-48) nous utiliserons 
l’algorithme SIMPLE [117-119] pour le couplage entre la pression et la vitesse. 
1. Considérons un champ de pression d’estimation 𝑃∗(𝑟, 𝑧) 
2. Si le champ de pression 𝑃∗(𝑟, 𝑧) est une solution exacte de notre problème alors on peut 
résoudre notre système d’équations du champ de vitesse (équations (‎3-43) et (‎3-48)): 
𝑎𝑒
∗𝑢𝑒
∗ = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑢𝑛𝑏
∗
𝑛𝑏 + (𝑃𝑃
∗ − 𝑃𝐸
∗)𝑟𝑒∆𝑧𝑒
𝑎𝑛
∗𝑣𝑛
∗ = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑣𝑛𝑏
∗
𝑛𝑏 + (𝑃𝑃
∗ − 𝑃𝑁
∗)𝑟𝑛∆𝑧𝑛 + 𝑏
                                          ( 3-49) 
3. Si le champ de pression 𝑃∗ n’est pas exact alors le champ de vitesse obtenu (𝑢∗, 𝑣∗) n’est pas 
exact non plus et on peut corriger les valeurs non exactes de la pression et du champ de 
vitesse de la manière suivante : 
(
 
 
𝑃 = 𝑃∗ + 𝑃′
𝑢 = 𝑢∗ + 𝑢′
𝑣 = 𝑣∗ + 𝑣′)
 
 
                                                              ( 3-50) 
où (𝑃′, 𝑢′, 𝑣′) représentent la  correction apportée à la pression d’estimation et au champ de vitesse 
obtenu.  
4. En soustrayant les équations (‎3-51) du champ de vitesse des équations (‎3-43) et (‎3-48) on 
obtient : 
(
𝑎𝑒𝑢𝑒
′ = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑢𝑛𝑏
′
𝑛𝑏 + (𝑃𝑃
′ − 𝑃𝐸
′ )𝑟𝑒∆𝑧𝑒
𝑎𝑛𝑣𝑛
′ = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑣𝑛𝑏
′
𝑛𝑏 + (𝑃𝑃
′ − 𝑃𝑁
′ )𝑟𝑛∆𝑟𝑒
)                                      ( 3-51) 
Dans l’algorithme SIMPLE le terme de sommation de l’équation (‎3-53) est négligé, cette 
approximation est largement discutée dans Patankar [117], l’équation (‎3-53) devient ainsi : 
(
𝑎𝑒𝑢𝑒
′ = (𝑃𝑃
′ − 𝑃𝐸
′ )𝑟𝑒∆𝑧𝑒
𝑎𝑛𝑣𝑛
′ = (𝑃𝑃
′ − 𝑃𝑁
′ )𝑟𝑛∆𝑟𝑛
)⇒(
𝑢𝑒
′ = (𝑃𝑃
′ − 𝑃𝐸
′ )𝑑𝑒
𝑣𝑛
′ = (𝑃𝑃
′ − 𝑃𝑁
′ )𝑑𝑛
)                                 ( 3-52) 
Avec :  
𝑑𝑒 =
𝑟𝑒∆𝑧𝑒
𝑎𝑒
𝑑𝑛 =
𝑟𝑛∆𝑟𝑛
𝑎𝑛
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L’équation (‎3-52) pour le champ de vitesse est réécrite en tenant compte de (‎3-54) comme suit : 
(
𝑢𝑒 = 𝑢𝑒
∗ + 𝑑𝑒(𝑃𝑃
′ − 𝑃𝐸
′ )
𝑣𝑛 = 𝑣𝑛
∗ + 𝑑𝑛(𝑃𝑃
′ − 𝑃𝑁
′ )
)                                                   ( 3-53) 
L’équation (‎3-55) est appelée équation de correction de la vitesse. 
5. La discrétisation de l’équation de continuité sur le volume finis autour du nœud 𝑃 de la fig. 4 
donne : 
∫ (
𝜕𝑣
𝜕𝑧
+
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟𝑢)) 𝑑𝑉
𝑉𝐶
= ∫ 𝛻. ?⃗⃗? 𝑑𝑉 = ∮ ?⃗⃗?. 𝑑𝑆
𝑆
= ∑ ∫ ?⃗⃗?. 𝑒𝑖⃗⃗ ⃗𝑑𝐴𝑖𝐴𝑖
4
𝑖=1 = 0             ( 3-54) 
En tenant compte de l’approximation (‎3-30) et de la définition (‎3-33) l’équation (‎3-56) s’écrit : 
∑ ∫ ?⃗⃗?. 𝑒𝑖⃗⃗ ⃗𝐴𝑖
𝑑𝐴𝑖
4
𝑖=1 = 𝑢𝑒𝐴𝑒 + 𝑣𝑛𝐴𝑛 − 𝑢𝑤𝐴𝑤 − 𝑣𝑠𝐴𝑠 = 𝐹𝑒 + 𝐹𝑛 − 𝐹𝑤 − 𝐹𝑠 = 0         ( 3-55) 
Avec : 
𝐴𝑒 = 𝑟𝑒∆𝑧𝑒 𝐴𝑤 = 𝑟𝑤∆𝑧𝑤 𝐴𝑛 = 𝑟𝑛∆𝑟𝑛 𝐴𝑠 = 𝑟𝑠∆𝑟𝑠 
6. En portant (‎3-55) dans (‎3-57) on obtient après arrangements : 
𝑎𝑃𝑃𝑃
′ = 𝑎𝐸𝑃𝐸
′ + 𝑎𝑊𝑃𝑊
′ + 𝑎𝑁𝑃𝑁
′ + 𝑎𝑆𝑃𝑆
′ + 𝑏                                     ( 3-56) 
Avec : 
(
 
 
𝑎𝐸 = 𝑑𝑒𝐴𝑒 𝑎𝑊 = 𝑑𝑤𝐴𝑤 𝑎𝑁 = 𝑑𝑛𝑛 𝑎𝑆 = 𝑑𝑠𝐴𝑠
𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆
𝑏 = 𝐴𝑒𝑢𝑒
∗ − 𝐴𝑤𝑢𝑤
∗ + 𝐴𝑛𝑣𝑛
∗ − 𝐴𝑠𝑣𝑠
∗ )
 
 
             ( 3-57) 
L’équation (‎3-58) est appelée équation de correction de la pression. 
7. La résolution de l’équation (‎3-58) donne la pression corrigée. 
8. Evaluons la nouvelle valeur de la pression corrigée à partir de l’équation (‎3-52). 
9. Evaluons la nouvelle valeur du champ de vitesse en utilisant l’équation de correction de la 
vitesse (‎3-55). 
10. Résoudre l’équation de la température (‎3-42). 
11. Traiter la pression corrigée 𝑃 obtenue dans l’étape 7 comme une nouvelle pression 
d’estimation 𝑃∗ et recommencer la procédure depuis le début jusqu’à la convergence de la 
solution. 
Le schéma synoptique de La fig. 6 résume l’algorithme SIMPLE. 
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Figure 6 Schéma synoptique de l’algorithme SIMPLE
𝑃∗,𝑢∗,𝑣∗,𝑇∗
Début 
Champs de 
départ : 
𝑃𝑃 = 𝑃𝑃
∗ + 𝑃𝑃
′
𝑢𝑒 = 𝑢𝑒
∗ + 𝑢𝑒
′
𝑣𝑛 = 𝑣𝑛
∗ + 𝑣𝑛
′
 
Corriger la pression  
et le champ de vitesse 
𝑃∗ = 𝑃,   𝑇∗ = 𝑇
𝑢∗ = 𝑢,   𝑣∗ = 𝑣
 
Poser 
𝑎𝑃𝑃𝑃
′ = 𝑎𝑛𝑏𝑃𝑛𝑏
′
𝑛𝑏
+ 𝑏 
Résoudre l’équation de 
 correction de la pression 
𝑎𝑃𝑇𝑃 = 𝑎𝑛𝑏𝑇𝑛𝑏
𝑛𝑏
 
Résoudre l’équation de la 
température 
𝑎𝑒
∗𝑢𝑒
∗ = 𝑎𝑛𝑏𝑢𝑛𝑏
∗
𝑛𝑏
+ (𝑃𝑃
∗ − 𝑃𝐸
∗)𝑟𝑒∆𝑧𝑒
𝑎𝑛
∗𝑣𝑛
∗ = 𝑎𝑛𝑏𝑣𝑛𝑏
∗
𝑛𝑏
+ (𝑃𝑃
∗ − 𝑃𝑁
∗ )𝑟𝑛∆𝑧𝑛 + 𝑏
 
Résoudre les équations du champ de vitesse 
Convergence ? 
Fin oui 
non 
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3.8.2.6 Traitement des conditions aux limites 
Dans notre problème deux types de conditions aux limites se présentent, voir § 4.3, une condition de 
type Dirichlet sur les différentes parois de la cavité et une condition d’axisymétrie. La condition de 
type Dirichlet fixe la valeur de la vitesse et de la température sur les différentes parois de la cavité. La 
fig. 7 illustre les différents contrôles de volume en présence, dans la grille régulière pour la 
température et dans les grilles décalées pour le champ de vitesse. Dans ce qui suit nous allons 
montrer comment se fait le calcul pour les deux types de conditions aux limites. Pour la condition de 
Dirichlet le calcul étant le même pour les parois haute, latérale, basse et au niveau de l’échangeur 
thermique seul la paroi haute est considérée à tire d’exemple 
3.8.2.6.1 Condition de Dirichlet 
A. Equation du mouvement selon 𝑟 
Les parois haute et basse de la cavité subissent une contrainte de cisaillement dut à la vitesse radiale 
du fluide qui doit s’annuler sur la paroi. Cette contrainte de cisaillement s’exprime pour un fluide 
newtonien comme suit (on considérera la paroi haute comme exemple): 
𝜏(𝑧) = 𝜇
𝜕𝑢
𝜕𝑧
= 𝜇
∆𝑢
∆𝑧
= 𝜇
𝑢𝑒
∆𝑧𝑒
= 𝜏                                            ( 3-58) 
𝑢𝑒 est la vitesse au nœud le plus proche de la paroi. 
La force de cisaillement est calculée comme suit : 
𝐹𝑐𝑖𝑠 = −𝜏𝐴𝐶𝑒𝑙 = 𝜇
𝑢𝑒
∆𝑧𝑒
𝐴𝐶𝑒𝑙                                                ( 3-59) 
𝐴𝐶𝑒𝑙 est la surface du volume de contrôle correspondant. Pour rester cohérent avec l’équation du 
mouvement écrite par l’équation (‎3-2) nous devons diviser la force (‎3-59) par la densité 𝜌. En tenant 
compte de l’adimensionnement (‎3-5) la force de cisaillement s’écrit, sachant que 𝐴𝐶𝑒𝑙 = 𝐴𝑛 = 𝑟𝑛Δ𝑧𝑛  
: 
𝐹 = −
𝑢𝑒𝑟𝑛𝛥𝑧𝑛
𝛥𝑧𝑒
                                                               ( 3-60) 
La force définit par l’équation (‎3-60) sera intégrée au bilan (‎3-43) par le biais du terme source : 
𝑆𝑒 = −
𝑟𝑛𝛥𝑧𝑛
𝛥𝑧𝑒
                                                               ( 3-61) 
Sur la paroi latérale la vitesse au nœud 𝑤 est nulle et il suffit de poser 𝑎𝑤 = 0 dans l’équation de 
bilan (‎3-43). 
B. Equation du mouvement selon 𝑧 
La vitesse axiale sur la paroi latérale provoque une contrainte de cisaillement qu’il faut prendre en 
compte dans le bilan du contrôle de volume comme décrit précédemment. Sur la paroi haute le 
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nœud 𝑛 coïncide avec la paroi et vaut donc 0. Sur les parois basses la contribution du nœud 𝑠 est 
nulle et il suffit de poser 𝑎𝑠 = 0 dans l’équation (‎3-46). 
C. Equation de la température : 
Les parois de la cavité sont soumises à une température fixe qui vaut 0 sur l’échangeur thermique et 
vaut 1 sur le reste des parois. En prenant comme exemple la paroi haute, le volume de contrôle le 
plus proche de la paroi confère à la paroi le flux de chaleur suivant :  
𝑞𝑛 = ℎ(𝑇𝑛 − 𝑇𝑃)𝐴𝐶𝑒𝑙 = ℎ(𝑇𝑁 − 𝑇𝑃)𝐴𝑛                                     ( 3-62) 
Pour rester en cohérence avec l’équation de la chaleur (‎3-4) l’équation (‎3-62) doit être divisée par la 
quantité 𝜌𝐶𝑝 ce qui donne : 
𝑞𝑛 =
ℎ(𝑇𝑁−𝑇𝑃)𝐴𝑛
𝜌𝐶𝑃
=
𝑘(𝑇𝑁−𝑇𝑃)𝐴𝑛
∆𝑧𝑃𝜌𝐶𝑃
=
𝑘(𝑇𝑁−𝑇𝑃)𝑟𝑃∆𝑟𝑃
∆𝑧𝑃𝜌𝐶𝑃
                             ( 3-63) 
En tenant compte de l’adimensionnement (‎3-5) l’équation (‎3-63) s’écrit : 
𝑞𝑛
∗ = −
𝑟𝑃
∗∆𝑟𝑃
∗
∆𝑧𝑃
∗ (𝑇𝑃
∗ − 𝑇𝑁
∗)                                             ( 3-64) 
Ou 𝑞𝑛 étant dimensionné par la valeur :  𝑊𝜅(𝑇𝐶 − 𝑇𝐹).  
En laissant tomber l’étoile on écrira le flux adimensionné comme suit : 
𝑞𝑛 = 𝑆𝑢 + 𝑆𝑃𝑇𝑃                                                    ( 3-65) 
Avec 
𝑆𝑢 =
𝑟𝑃𝛥𝑟𝑃𝑇𝑁
𝛥𝑧𝑃
=
𝑟𝑃𝛥𝑟𝑃
𝛥𝑧𝑃
      et      𝑆𝑃 = −
𝑟𝑃𝛥𝑟𝑃
𝛥𝑧𝑃
                                       ( 3-66) 
Le bilan (‎3-40) s’écrit ainsi pour la paroi haute comme suit : 
𝑎𝑃𝑇𝑃 = 𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 + 𝑎𝑁 + 𝑆𝑢                                   ( 3-67) 
Avec  
𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑆 − 𝑆𝑃             et         𝑎𝑁 = 𝐷𝑛                              ( 3-68) 
Le même calcul peut être fait pour les autres parois en remplaçant par les valeurs correspondantes 
et en notant que 𝑇𝑁 vaut 1 pour toutes les parois et 0 pour l’échangeur thermique. 
D. Equation de la correction de la pression 
La vitesse étant nulle sur les parois il n’y a pas lieu de corriger la pression sur les nœuds de la parois il 
suffit donc de poser 𝑎𝑁 = 0 au niveau de la paroi haute par exemple et de poser 𝑣𝑛
∗ = 𝑣𝑛 = 0. 
3.8.2.6.2 Condition d’axisymétrie  
A. Equation du mouvement selon 𝑟 
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Le nœud 𝑒 se trouve sur l’axe de symétrie il suffit de poser  𝑢𝑒 = 𝑢𝑤 . 
B. Equation du mouvement selon 𝑧 
L’équation (‎3-46) est réécrite en considérant la sommation sur les trois nœuds nord, ouest et sud.  
C. Equation de la température 
Il suffit de poser dans l’équation (‎3-40) 𝑇𝐸 = 𝑇𝑃 l’équation devient : 
𝑎𝑃𝑇𝑃 = 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 
Avec                                                                 𝑎𝑃 = 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆  
E. Equation de correction de la pression 
Comme précédemment il suffit de poser dans l’équation de correction de la pression (‎3-56) 𝑃𝐸
′ = 𝑃𝑃
′  
l’équation devient : 
𝑎𝑃𝑃𝑃
′ = 𝑎𝑊𝑃𝑊
′ + 𝑎𝑁𝑃𝑁
′ + 𝑎𝑆𝑃𝑆
′ + 𝑏 
Avec                      𝑎𝑃 = 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆      et     𝑏 = 𝐴𝑒𝑢𝑒 − 𝐴𝑤𝑢𝑤
∗ + 𝐴𝑛𝑣𝑛
∗ − 𝐴𝑠𝑣𝑠
∗  
En résumé les conditions aux limites s’écrivent sur les différentes parois comme suit : 
Equation du mouvement selon l’axe 𝑟 
Paroi  Equation Remarque 
haute : 𝑎𝑒𝑢𝑒 = 𝑎𝑛𝑏𝑢𝑛𝑏
𝑛𝑏
+ (𝑃𝐸 − 𝑃𝑃)𝑟𝑒∆𝑧𝑒 
La sommation se limite aux 3 termes : 
est, ouest et sud par rapport à 𝑒. 
𝑎𝑛𝑒 = 0 et 𝑎𝑒 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑏 − 𝑆𝑒 
latérale : 𝑎𝑒𝑢𝑒 = 𝑎𝑛𝑏𝑢𝑛𝑏
𝑛𝑏
+ (𝑃𝐸 − 𝑃𝑃)𝑟𝑒∆𝑧𝑒 
La sommation se limite aux 3 termes : 
est, nord et sud par rapport à 𝑒. 
𝑎𝑤 = 0  
Basse et 
Echangeur 
thermique 
: 𝑎𝑒𝑢𝑒 = 𝑎𝑛𝑏𝑢𝑛𝑏
𝑛𝑏
+ (𝑃𝐸 − 𝑃𝑃)𝑟𝑒∆𝑧𝑒 
La sommation se limite aux 3 termes : 
est, ouest et nord par rapport à 
𝑒. 𝑎𝑠𝑒 = 0 et  𝑎𝑒 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑏 − 𝑆𝑠 
Axe de symétrie : 𝑢𝑒 = 𝑢𝑤  
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Equation du mouvement selon l’axe 𝑧 
Paroi  Equation Remarque 
haute : 𝑣𝑛 = 0  
latérale : 𝑎𝑛𝑣𝑛 = 𝑎𝑛𝑏𝑣𝑛𝑏
𝑛𝑏
+ (𝑃𝑃 − 𝑃𝑁)𝑟𝑛∆𝑟𝑛 + 𝑏 
La sommation se limite aux 3 termes : 
nord, est et sud par rapport à 𝑛. 
𝑎𝑤𝑛 = 0  et 𝑎𝑛 = ∑ 𝑎𝑛𝑏𝑛𝑏 − 𝑆𝑛 
Basse et 
Echangeur 
thermique 
: 𝑎𝑛𝑣𝑛 = 𝑎𝑛𝑏𝑣𝑛𝑏
𝑛𝑏
+ (𝑃𝑃 − 𝑃𝑁)𝑟𝑛∆𝑟𝑛 + 𝑏 
La sommation se limite aux 3 termes : 
nord, est et ouest par rapport à 𝑛. 
𝑎𝑠 = 0 
Axe de symétrie : 𝑎𝑛𝑣𝑛 = 𝑎𝑛𝑏𝑣𝑛𝑏
𝑛𝑏
+ (𝑃𝑃 − 𝑃𝑁)𝑟𝑛∆𝑟𝑛 + 𝑏 La sommation se limite aux 3 termes : 
nord, ouest et sud par rapport à 𝑛 
Equation de la température  
Paroi  Equation  Remarque 
haute : 𝑎𝑃𝑇𝑃 = 𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 + 𝑎𝑁 + 𝑆𝑢 𝑎𝑁 = 𝐷𝑛  , 𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑆 − 𝑆𝑃 
latérale : 𝑎𝑃𝑇𝑃 = 𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 + 𝑎𝑊 + 𝑆𝑢 𝑎𝑊 = 𝐷𝑤  , 𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 − 𝑆𝑃 
basse : 𝑎𝑃𝑇𝑃 = 𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑆 + 𝑆𝑢 𝑎𝑆 = 𝐷𝑠  , 𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑊 − 𝑆𝑃 
Echangeur 
thermique 
: 𝑎𝑃𝑇𝑃 = 𝑎𝐸𝑇𝐸 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑎𝑊𝑇𝑊  𝑎𝑃 = 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 − 𝑆𝑃 
Axe de symétrie : 𝑎𝑃𝑇𝑃 = 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 𝑎𝑃 = 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 
Equation de correction de la pression  
Paroi  Equation Remarque 
haute : 𝑎𝑃𝑃𝑃
′ = 𝑎𝐸𝑃𝐸
′ + 𝑎𝑊𝑃𝑊
′ + 𝑎𝑆𝑃𝑆
′ + 𝑏 𝑏 = 𝐴𝑒𝑢𝑒
∗ − 𝐴𝑤𝑢𝑤
∗ − 𝐴𝑠𝑣𝑠
∗ 
latérale : 𝑎𝑃𝑃𝑃
′ = 𝑎𝐸𝑃𝐸
′ + 𝑎𝑁𝑃𝑁
′ + 𝑎𝑆𝑃𝑆
′ + 𝑏 𝑏 = 𝐴𝑒𝑢𝑒
∗ + 𝐴𝑛𝑣𝑛
∗ − 𝐴𝑠𝑣𝑠
∗ 
Basse et 
Echangeur 
thermique 
: 𝑎𝑃𝑃𝑃
′ = 𝑎𝐸𝑃𝐸
′ + 𝑎𝑁𝑃𝑁
′ + 𝑎𝑊𝑃𝑊
′ + 𝑏 𝑏 = 𝐴𝑒𝑢𝑒
∗ − 𝐴𝑤𝑢𝑤
∗ + 𝐴𝑛𝑣𝑛
∗ 
Axe de symétrie : 𝑎𝑃𝑃𝑃
′ = 𝑎𝑁𝑃𝑁
′ + 𝑎𝑊𝑃𝑊
′ + 𝑎𝑆𝑃𝑆
′ + 𝑏 𝑏 = 𝐴𝑒𝑢𝑒 + 𝐴𝑤𝑢𝑤
∗ + 𝐴𝑛𝑢𝑛
∗ − 𝐴𝑠𝑢𝑠
∗ 
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(a) (b) (c) 
 
Figure 7 Position du control de volume par rapport aux différentes conditions aux limites 
(a) Contrôle de volume pour la température 
(b) Contrôle de volume pour la vitesse u 
(c) Contrôle de volume pour la vitesse v 
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3.8.2.7 Résolution des équations discrétisées 
Dans l’algorithme Simple, développé précédemment, nous aurons à résoudre quatre équations, 
l’équation du mouvement selon 𝑟 (‎3-43), l’équation du mouvement selon 𝑧 (‎3-48), l’équation de 
correction de la pression 𝑃′ (‎3-58) et l’équation de la température 𝑇 (‎3-42). Les quatre équations 
peuvent s’écrire comme suit, en tenant compte de la fig. 8 : 
𝑎𝑖,𝑗𝜑𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖+1,𝑗𝜑𝑖+1,𝑗 + 𝑎𝑖−1,𝑗𝜑𝑖−1,𝑗 + 𝑎𝑖,𝑗+1𝜑𝑖,𝑗+1 + 𝑎𝑖,𝑗−1𝜑𝑖,𝑗−1 + 𝑏𝑖,𝑗         ( 3-69) 
En fixant une ligne de nœuds du sud vers le nord et en supposant que les valeurs ‘est’ et ‘ouest’ sur 
cette ligne sont connues6 l’équation (‎3-69) peut s’écrire, pour une valeur de 𝑖 fixée, comme suit : 
𝑎𝑗𝜑𝑗 = 𝑑𝑗𝜑𝑗+1 + 𝑐𝑗𝜑𝑗−1 + 𝑏𝑗                                                    ( 3-70) 
Avec : 
𝑎𝑗 = 𝑎𝑖,𝑗
𝑑𝑗 = 𝑎𝑖,𝑗+1
𝑐𝑗 = 𝑎𝑖,𝑗−1
𝑏𝑗 = 𝑏𝑖,𝑗 + 𝑎𝑖+1,𝑗𝜑𝑖+1,𝑗 + 𝑎𝑖−1,𝑗𝜑𝑖−1,𝑗
                                           ( 3-71) 
L’équation (‎3-70) peut être réécrite comme suit : 
−𝑐𝑗𝜑𝑗−1 + 𝑎𝑗𝜑𝑗 − 𝑑𝑗𝜑𝑗+1 = 𝑏𝑗
𝑗 = 1, 𝑛
𝑐1 = 𝑑𝑛 = 0
                                                    ( 3-72) 
Sous forme matricielle l’équation (‎3-72) s’écrit : 
(
 
 
 
 
 
 
𝑎1 −𝑑1 0
−𝑐2 𝑎2 −𝑑2
0 −𝑐3 𝑎3
⋯
⋯
⋯
0 0 0
0 0 0
0 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0
0 0 0
0 0 0
⋯
𝑎𝑛−2 −𝑑𝑛−2 0
−𝑐𝑛−1 𝑎𝑛−1 −𝑑𝑛−1
0 −𝑐𝑛 𝑎𝑛 )
 
 
 
 
 
 
(
 
 
 
 
 
 
 
𝜑1
𝜑2
𝜑3
⋮
𝜑𝑛−2
𝜑𝑛−1
𝜑𝑛 )
 
 
 
 
 
 
 
=
(
 
 
 
 
 
 
 
𝑏1
𝑏2
𝑏3
⋮
𝑏𝑛−2
𝑏𝑛−1
𝑏𝑛 )
 
 
 
 
 
 
 
                          ( 3-73) 
Le système d’équation linéaire (‎3-73) peut être résolut par l’algorithme TDMA[120], cet algorithme, 
                                                          
 
6
 La première valeur ‘est’ est fixée par la condition à la limite et la valeur ‘ouest’ est fixée arbitrairement. 
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simple, peut être décrit comme suit (nous suivrons la démarche de Versteeg et Malalasekera [118]): 
Le système d’équation (‎3-73) est réécrit comme suit : 
   
𝑒𝑞. 1       𝜑1 =
𝑏1
𝑎1
+
𝑑1
𝑎1
𝜑2
𝑒𝑞. 2        𝜑2 =
𝑏2
𝑎2
+
𝑐2
𝑎2
𝜑1 +
𝑑2
𝑎2
𝜑3
𝑒𝑞. 3       𝜑3 =
𝑏3
𝑎3
+
𝑐3
𝑎3
𝜑2 +
𝑑3
𝑎3
𝜑4
⋮
𝑒𝑞. 𝑛                 𝜑𝑛 =
𝑏𝑛
𝑎𝑛
+
𝑐𝑛
𝑎𝑛
𝜑𝑛−1
                                                        ( 3-74) 
En remplaçant la valeur de 𝜑1 donnée par l’équation 1 dans l’équation 2 on obtient : 
𝜑2 = (
𝑑2
𝑎2−
𝑐2𝑑1
𝑎1
)𝜑3 + (
𝑏2+
𝑐2𝑏1
𝑎1
𝑎2−
𝑐2𝑑1
𝑎1
)                                                  ( 3-75) 
En posant     
   𝐴1 =
𝑑1
𝑎1
𝐴2 =
𝑑2
𝑎2−𝑐2𝐴1
𝐶1
′ =
𝑏1
𝑎1
𝐶2
′ =
𝑏2+𝑐2𝐶2
′
𝑎2−𝑐2𝐴1
                         ( 3-76)    
l’équation (‎3-75) peut être réécrite comme suit : 
𝜑2 = 𝐴2𝜑3 + 𝐶2
′                                                                    ( 3-77) 
Nous avons ainsi éliminé de l’équation 2 la variable 𝜑1. En utilisant l’équation (‎3-77) on peut éliminer 
la variable  𝜑2 de l’équation 3 ainsi l’équation 𝑗 s’écrira : 
𝜑𝑗 = 𝐴𝑗𝜑𝑗+1 + 𝐶𝑗
′                                                                  ( 3-78) 
Avec  
𝐴𝑗 =
𝑑𝑗
𝑎𝑗−𝑐𝑗𝐴𝑗−1
𝐶𝑗
′ =
𝑏𝑗+𝑐𝑗𝐶𝑗−1
′
𝑎𝑗−𝑐𝑗𝐴𝑗−1
𝑗 = 1, 𝑛
𝑐1 = 𝑑𝑛 = 0
                                                                      ( 3-79) 
L’équation 𝑛 s’écrit, à cause de (‎3-79) : 
𝜑𝑛 = 𝐶𝑛
′  
Connaissant 𝜑𝑛 on peut, à reculons, retrouver le reste des variables de la ligne 𝑖 à l’aide de l’équation 
(‎3-78). En incrémentant 𝑖 on passe à la ligne suivante et on répète le même calcul en balayant notre 
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domaine de la fig. 8 d’‘est’ en ‘ouest’. La valeur ‘ouest’ utilisée étant arbitraire le résultat est 
naturellement faux et le calcul est répété de manière itérative jusqu’à l’obtention d’une solution 
convergente.  
 
 
Figure 8 Volume de control pour une variable quelconque  
3.9 Conclusion  
Dans ce chapitre nous avons exposé, en détails, le modèle mathématique qui nous a permis de poser 
les équations régissant le phénomène de la convection naturelle dans notre cavité ainsi que 
l’approche numérique adoptée. Nous résumons, ci-dessous, les différentes étapes suivies :  
1. La cavité que nous avons étudiée présente la particularité d’être chauffée par les parois 
latérales, hautes et partiellement par le bas et d’évacuer la chaleur par un point froid situé 
au centre de la paroi basse. 
2. Notre cavité représente un creuset contenant un liquide métallique destiné à une croissance 
cristalline dans un four de croissance basé sur la technique HEM. 
3. Le liquide métallique en fusion contenu dans la cavité est considéré laminaire, 
incompressible, newtonien, et régit par la loi de Boussinesq. 
4. Le fluide est considéré stationnaire et bidimensionnel à cause de la condition d’axisymétrie.  
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5. La dissipation visqueuse et les transferts radiatifs au sein du fluide sont considérés 
négligeables 
6. Les propriétés thermophysiques du fluide sont considérées constantes 
7. Les gradients de tension superficielle sont supposés négligeables. 
8. Les équations du mouvement sont adimensionnées et deux nombres adimensionnels 
contrôlent l’écoulement : le nombre de Prandtl et le nombre de Rayleigh. 
9. Afin d’étudier l’écoulement du fluide dans la cavité trois paramètres ont été définis : le 
nombre de Nusselt au niveau de la paroi froide représentant l’échangeur de chaleur pour 
apprécier le transfert de chaleur, la fonction courant pour visualiser l’écoulement du fluide et 
la température moyenne de la cavité pour estimer la capacité de refroidissement de 
l’échangeur de chaleur. 
10. Les équations du mouvement sont discrétisés par la technique des volumes finis. 
11. L’algorithme Simple est utilisé pour résoudre le couplage vitesse-pression. 
12. Le terme de convection est discrétisé par le schéma Upwind. 
13. Les systèmes d’équations linéaires obtenus sont résolus par la mise en œuvre ligne par ligne 
de l’algorithme de Thomas. 
Dans le chapitre suivant nous présenterons les résultats de nos simulations. 
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Chapitre 4 Résultats et discussions 
4.1 Introduction   
Dans ce chapitre nous allons présenter et essayer d’interpréter les résultats de nos simulations. Mais 
avant cela nous validerons d’abord notre code par rapport à des résultats classiques largement 
utilisés par la communauté de la CFD ; il s’agit du problème de la convection naturelle dans une 
cavité carrée différentiellement chauffée et du problème de la cavité entrainée. Ces deux problèmes 
sont considérés comme des cas test de validation systématiquement utilisés lors de la validation des 
codes de calculs en CFD. Pour la convection naturelle nous utiliserons les travaux de De Vahl Davis 
[33] et pour la cavité entrainée les travaux pionniers de Ghia et al. [121]. Après la validation du code,  
et pour la simulation de notre problème, nous ferons une étude systématique de la dépendance de 
la solution du maillage utilisée en considérant les cas extrêmes de notre problème pour les deux 
matériaux utilisés. 
4.2 Validation des résultats 
4.2.1 Introduction  
Avant d’utiliser notre code pour résoudre notre problème spécifique nous devons d’abords le valider 
par rapport aux résultats de cas test largement utilisés dans la littérature de la communauté de la 
CFD, il s’agit du problème de la convection naturelle dans une cavité carrée différentiellement 
chauffée et le problème de la cavité entrainée. 
4.2.2 Convection naturelle dans une cavité carrée différentiellement chauffée 
4.2.2.1 Description du problème 
Il s’agit d’étudier la convection naturelle dans une cavité carrée remplie d’un fluide obéissant à 
l’approximation de Boussinesq et ayant un nombre de Prandtl égal à 0.71. Les côtés haut et bas de la 
cavité sont adiabatiques alors que les parois verticales sont soumises à deux températures : chaude 
𝑇𝐶  et froide 𝑇𝐹 comme indiqué sur la fig. 9. Nos résultats seront comparés à ceux de De Vahl Davis 
[33] et de Markatos et Pericleous [122]. 
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Figure 9 : cavité carrée remplie d’air et soumise à un gradient de température horizontal.  
 
En utilisant l’adimensionnement suivant : 
𝑥, 𝑧 = 𝑥 𝐿⁄ ,
𝑧
𝐿⁄  
𝑢, 𝑣 = 𝑢𝐿 𝜅⁄
𝑇 =
𝑇 − 𝑇𝐹
𝑇𝐶 − 𝑇𝐹
𝑃𝑟 = 𝜈 𝜅⁄
𝑅𝑎 =
𝛽𝑔(𝑇𝐶 − 𝑇𝐹)𝐿
3
𝜅𝜈
     
Ou 𝜅 est la diffusivité thermique, 𝜈 la viscosité cinématique, 𝑃𝑟 le nombre de Prandtl et 𝑅𝑎 le 
nombre de Rayleigh. 𝛽 est le coefficient de dilatation thermique et 𝑔 la constante de gravitation. 
Les équations de mouvements, adimensionnées,  régissant l’écoulement du fluide à l’intérieur de la 
cavité s’écrivent comme suit : 
𝑇𝐶  
L 
𝑇𝐹 
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= 0 
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= 0 
x 
z 
?⃗? L 
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𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= 0
𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝑃𝑟 [
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑧2
]
𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧
+ 𝑃𝑟 [
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑧2
] − 𝑅𝑎𝑃𝑟𝑇
𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= [
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇
𝜕𝑧2
]
                                              ( 4-1) 
Avec les conditions aux limites et initiales suivantes : 
𝑇𝐶 = 1  𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑜𝑖 𝑔𝑎𝑢𝑐ℎ𝑒
𝑇𝐹 = 0    𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑜𝑖 𝑑𝑟𝑜𝑖𝑡
𝜕𝑇
𝜕𝑧
= 0  𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑒𝑠 𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑜𝑖𝑠
𝑇𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑒 =
𝑇𝐶 + 𝑇𝐹
2
= 0.5
 
 
En faisant la correspondance suivante entre les coordonnées (𝑟, 𝑧) ≡ (𝑥, 𝑧) et en posant 𝑟 = 1 le 
système d’équations (‎4-1) est identique au système d’équations décrit dans le chapitre précédent et 
le code de calcul peut donc être appliqué.  
4.2.2.2 Résultats et comparaisons 
Les fig. 10-13, présentent une comparaison qualitative de nos résultats avec ceux de De Vahl Davis 
pour les lignes de courant, le champ de température et les vitesses horizontale et verticale. Nous 
pouvons remarquer une excellente correspondance qualitative des deux résultats.  
Dans le tab. 2 nous avons présenté une comparaison de nos résultats avec ceux de De Vahl Davis [33] 
et ceux de Markatos et Pericleous [122]. Nous pouvons remarquer une excellente correspondance 
quantitative entre les différents résultats. 
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 𝑅𝑎 = 103 𝑅𝑎 = 104 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 106 
     
Présente étude 
    
     
Résultats de De Vahl 
Davis  
    
 
Figure 10 : comparaisons de nos résultats avec ceux de De Vahl Davis[33] : lignes de courant. 
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 𝑅𝑎 = 103 𝑅𝑎 = 104 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 106 
     
Présente étude 
    
     
Résultats de De Vahl Davis  
    
 
Figure 11: comparaisons de nos résultats avec ceux de De Vahl Davis[33] : champ de température. 
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 𝑅𝑎 = 103 𝑅𝑎 = 104 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 106 
     
Présente étude 
    
     
Résultats de De Vahl Davis 
    
 
Figure 12: comparaisons de nos résultats avec ceux de De Vahl Davis[33] : vitesse horizontale 
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 𝑅𝑎 = 103 𝑅𝑎 = 104 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 106 
     
Présente étude 
    
     
Résultats de De Vahl Davis 
     
 
Figure 13 : comparaisons de nos résultats avec ceux de De Vahl Davis[33] : vitesse verticale 
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𝑅𝑎 
 
 103 104 105 106 
     
Reference [33] [122] Présente étude [33] [122] Présente étude [33] [122] Présente étude [33] [122] Présente étude 
             
             
𝑁𝑢̅̅ ̅̅  1.118 1.108 1.095 2.243 2.201 2.203 4.519 4.430 4.470 8.800 8.754 8.851 
𝑁𝑢𝑚𝑎𝑥 1.505 1.496 1.509 3.528 3.482 3.561 7.717 7.626 7.875 17.925 17.872 18.665 
𝑢𝑚𝑎𝑥 3.649 3.544 3.615 16.178 16.18 16.132 34.73 35.73 35.47 64.63 68.81 67.329 
𝑣𝑚𝑎𝑥 3.697 3.593 3.661 19.617 19.617 19.394 68.59 69.08 68.04 219.36 221.80 217.739 
             
 
Tableau 2 comparaison des résultats de la présente étude avec ceux de De Vahl Davis [33]  et de Markatos et Pericleous [122]
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4.2.3 Cavité entrainée 
4.2.3.1 Description du problème 
Il s’agit d’étudier l’écoulement d’un fluide isotherme dans une cavité carrée dont la paroi supérieure 
est soumise à une vitesse constante le long de l’axe 𝑥. Les autres parois sont au repos comme 
indiqué sur la fig. 14. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 14 : cavité entrainée 
En utilisant l’adimensionnement suivant : 
𝑥, 𝑧 = 𝑥 𝐿⁄ ,
𝑧
𝐿⁄
𝑢, 𝑣 = 𝑢 𝑈0⁄
𝑅𝑒 =
𝐿𝑈0
𝜈
 
Où  𝜈 est la viscosité cinématique et 𝑅𝑒 le nombre de Reynolds. 
Les équations de mouvements régissant l’écoulement du fluide à l’intérieur de la cavité s’écrivent 
comme suit : 
( 𝑢
,𝑣
)
=
(0
,0
) 
(𝑢, 𝑣) = (𝑈0, 0) 
(𝑢, 𝑣) = (0,0) 
( 𝑢
,𝑣
)
=
(0
,0
) 
x 
z 
L 
L 
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𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= 0
𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝑅𝑒−1 [
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑧2
]
𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑝
𝜕𝑧
+ 𝑅𝑒−1 [
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑧2
]
                                                ( 4-2) 
Avec les conditions aux limites et initiales suivantes : 
(𝑢, 𝑣) = (1,0) 𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑜𝑖 ℎ𝑎𝑢𝑡𝑒
(𝑢, 𝑣) = (0,0) 𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑒 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑑𝑒𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑜𝑖𝑠
𝑣𝑖𝑡𝑒𝑠𝑠𝑒𝑠 𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙𝑒𝑠 (𝑢0, 𝑣0) = (10
−4, 10−4)
 
En faisant la correspondance suivante entre les coordonnées (𝑟, 𝑧) ≡ (𝑥, 𝑧), en posant 𝑟 = 1 et en 
prenant 𝑅𝑒−1 comme coefficient de diffusion, le système d’équations (‎4-2) est identique au système 
d’équations décrit dans le chapitre précédent et le code de calcul peut donc être appliqué. 
4.2.3.2 Résultats et comparaisons 
Sur les fig. 15 et 16 nous avons représenté les lignes de courant pour divers nombres de Reynolds 
que nous avons comparé aux résultats de Ghia et al. [121]. Nous remarquons un bon accord 
qualitatif entre les deux résultats. Sur les fig. 17 et 18 nous avons représenté les vitesses horizontale 
et verticale le long des médianes 𝑥 = 0.5, respectivement 𝑧 = 0.5. Là aussi nous remarquons un 
excellent accord avec les résultats de Ghia et al. 
4.2.4 Conclusion 
Au vu des résultats de ce paragraphe on peut conclure que notre code est bien validé pour les calculs 
d’écoulement fluides confinés dans des cavités. Dans la suite de ce chapitre nous présenterons les 
résultats des simulations que nous avons obtenus relatifs à notre cavité. 
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𝑅𝑒 = 100 𝑅𝑒 = 400 𝑅𝑒 = 1000 
   
 Présente étude  
  
 
Résultats de Ghia et al.[121] 
Figure 15 : comparaisons de nos résultats avec ceux de Ghia et al. : lignes de courant 
 
𝑅𝑒 = 3200 𝑅𝑒 = 5000 𝑅𝑒 = 10000 
   
 Présente étude  
   
Résultats de Ghia et al.[121] 
Figure 16 : comparaisons de nos résultats avec ceux de Ghia et al. : lignes de courant  
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(a) (b) 
 
  
  
(c) (d) 
Figure 17 : vitesse 𝑢 le long de la médiane 𝑥 = 0.5 
(a) 𝑅𝑒 = 100 
(b) 𝑅𝑒 = 1000 
(c) 𝑅𝑒 = 5000 
(d) 𝑅𝑒 = 10000 
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(a) (b) 
 
  
  
(c) (d) 
Figure 18 : vitesse 𝑣 le long de la médiane 𝑧 = 0.5 
(a) 𝑅𝑒 = 100 
(b) 𝑅𝑒 = 1000 
(c) 𝑅𝑒 = 5000 
(d) 𝑅𝑒 = 10000 
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4.3 Convection naturelle dans une cavité cylindrique: résultats et discussion 
4.3.1 Introduction  
Nous allons présenter, dans ce paragraphe, l’essentiel des résultats de nos simulations de la 
convection naturelle dans une cavité cylindrique d’un four de croissance cristalline HEM. Nous avons 
d’abord opté pour deux matériaux différents; il s’agit du Silicium un semi-conducteur à faible nombre 
de Prandtl 𝑃𝑟 ≈ 0.013 [123] [124] et du Germanate de Bismuth (𝐵𝑖4𝐺𝑒3𝑂12 ou BGO) un oxyde à 
haut nombre de Prandtl 𝑃𝑟 ≈ 20 [125]. Nous présentons d’abord une étude systématique de la 
dépendance en maillage de la solution, ensuite nous exposerons les résultats de nos simulations et 
les discuterons. 
4.3.2 Dépendance de la solution au maillage 
Afin d’obtenir des solutions indépendantes du maillage nous avons mené une étude systématique en 
procédant au calcul de l’évolution de certains paramètres clés tels que la température moyenne de la 
cavité, le nombre de Nusselt moyen le long de l’échangeur thermique et la vitesse maximale du 
fluide dans la cavité en fonction du maillage. La convergence de la solution de ces paramètres en 
fonction du maillage pour le plus haut nombre de Rayleigh utilisé, pour un facteur de forme égal à 
1.0 et pour une valeur de la dimension de l’échangeur égale à 0.7 est représentée sur la fig. 19 (a) 
pour le matériau BGO et la fig. 19 (b) pour le matériau Silicium. Pour le BGO nous pouvons remarquer 
sur la fig. 20 qu’au-delà d’un maillage régulier de 80 × 80 la précision sur la solution ne dépasse 
guère les 1.5% alors que pour le Silicium il faut aller jusqu’à un maillage régulier de 140 × 140 pour 
obtenir la même précision, de ce fait nous opterons de réaliser tous nos calculs à une résolution de 
80 × 80 pour le BGO et de 140 × 140 pour le Silicium représentée sur la fig. 20. Nous garderons les 
mêmes proportions de maillage pour les autres facteurs de forme. 
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(a) (b) 
  
Figure 19 : Dépendance de la température moyenne de la cavité, du Nusselt moyen et de la vitesse 
maximale du fluide au maillage.  
(a) A=1.0 ; matériau : BGO ;  = 0.7; Ra=108 
(b) A=1.0 ; matériau : Si ;  = 0.7 ; Ra=107 
 
  
  
(a) (b) 
 
Figure 20 : Maillage régulier adopté pour les deux matériaux  
(a) BGO : 80 × 80 mailles 
(b)  Silicium : 140 × 140 mailles 
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4.3.3 Effets du facteur de forme de la cavité 
4.3.3.1 Introduction 
Nous avons étudié l’effet du facteur de forme de la cavité sur la solution. Pour cela nous avons 
choisis quatre valeurs du facteur de forme : 𝐴 = 0.5, 1.0, 1.5, et 2.0. Pour une appréciation 
qualitative des résultats nous avons représenté sur les fig. 21-28 la topologie de la fonction courant 
et du champ de température pour les deux types de matériaux, pour les différents facteurs de forme 
et pour des valeurs extrêmes de  et de 𝑅𝑎. Pour quantifier l’effet du facteur de forme sur la solution 
nous avons représenté sur les fig. 29-34 les effets du facteur de forme sur, respectivement, la 
fonction courant, le nombre de Nusselt moyen et la température moyenne de la cavité et ce pour les 
deux matériaux BGO et Silicium. 
4.3.3.2 Interprétation des résultats 
L’examen de la topologie de la fonction courant montre, dans toutes les solutions, que l’écoulement 
du fluide est ascendant le long de la paroi chaude latérale de la cavité vient percuter à faible vitesse 
la paroi chaude haute de la cavité pour ensuite redescendre le long de la ligne centrale verticale pour 
former deux vortex symétriques. Qualitativement on peut voir sur les fig. 21-28 que le champ de 
température est insensible à la dimension de la cavité et ce pour les deux matériaux. La fonction 
courant est, elle aussi, qualitativement, insensible au facteur de forme de la cavité sauf que l’on 
remarque un aplatissement des lignes de courant de faible amplitude loin des deux vortex principaux 
dut aux limites physiques de la cavité. La position géométrique et la forme des deux vortex de la 
convection naturelle étant invariants au changement du facteur de forme on peut considérer que 
l’étendue ainsi observée des lignes de courant de basses amplitudes contribue peu au phénomène 
général de convection naturelle. Ce constat est confirmé par l’étude qualitative présentée sur les fig. 
29-34. En effet les fig. 29-30 montrent que la fonction courant, à travers sa valeur maximale, est 
insensible au facteur de forme de la cavité sauf pour les valeurs basses de 𝑅𝑎 ou le phénomène de 
convection naturelle n’est pas encore établi. Cette sensibilité est légèrement notable uniquement 
pour 𝐴 < 1.0. et ce quel que soit le matériau. La même remarque peut être faite pour le champ de 
température en examinant les fig. 31-32. En effet la température globale de la cavité, pour le BGO 
par exemple, varie entre 0.73 et 1.0 dans les cas les plus extrêmes, i.e. (𝐴 = 0.5, 𝜀 = 1.0, 𝑅𝑎 = 103: 
régime conductif) et (𝐴 = 2.0, 𝜀 = 0.1, 𝑅𝑎 = 108 : régime fortement convectif) (voir tableau 3). On 
déduit ainsi que pour le reste des cas intermédiaires la variation de la température globale de la 
cavité est peu sensible à la dimension de la cavité. En ce qui concerne le transfert de chaleur au 
niveau de l’échangeur de chaleur les fig. 33-34 montrent que le transfert de chaleur, à travers la 
valeur du nombre de Nusselt moyen, est totalement indépendant du facteur de forme de la cavité. 
4.3.3.3 Conclusion  
Il est manifeste, au vue des résultats présentés précédemment, que le facteur de forme n’a aucun 
effet notable sur la solution pour ce type de cavité et pour les deux types de matériaux étudiés. De ce 
fait nous négligerons, par la suite, l’effet du facteur de forme sur la solution et nous nous limiterons 
uniquement aux résultats d’une cavité de facteur de forme 𝐴 = 1.0. 
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𝑨 = 𝟎.𝟓 𝑨 = 𝟏.𝟎 𝑨 = 𝟏. 𝟓 𝑨 = 𝟐. 𝟎 
 
Figure 21 : Fonction courant, 𝜀 = 0.2, matériau : BGO, Ra=106  
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𝑨 = 𝟎.𝟓 𝑨 = 𝟏.𝟎 𝑨 = 𝟏. 𝟓 𝑨 = 𝟐. 𝟎 
 
Figure 22 : Champ de température, 𝜀 = 0.2, matériau : BGO, Ra=106  
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𝑨 = 𝟎.𝟓 𝑨 = 𝟏.𝟎 𝑨 = 𝟏. 𝟓 𝑨 = 𝟐. 𝟎 
 
Figure 23 : Fonction courant, 𝜀 = 1.0, matériau : BGO, Ra=108  
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𝑨 = 𝟎.𝟓 𝑨 = 𝟏.𝟎 𝑨 = 𝟏. 𝟓 𝑨 = 𝟐. 𝟎 
 
Figure 24 : Champ de température, 𝜀 = 1.0, matériau : BGO, Ra=108 
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𝑨 = 𝟎.𝟓 𝑨 = 𝟏.𝟎 𝑨 = 𝟏. 𝟓 𝑨 = 𝟐. 𝟎 
 
Figure 25 : Fonction courant, 𝜀 = 0.2, matériau : Silicium, Ra=105  
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𝑨 = 𝟎.𝟓 𝑨 = 𝟏.𝟎 𝑨 = 𝟏. 𝟓 𝑨 = 𝟐. 𝟎 
 
Figure 26 : Champ de température, 𝜀 = 0.2, matériau : Silicium, Ra=105  
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𝑨 = 𝟎.𝟓 𝑨 = 𝟏.𝟎 𝑨 = 𝟏. 𝟓 𝑨 = 𝟐. 𝟎 
 
Figure 27 : Fonction courant, 𝜀 = 1.0, matériau : Silicium, Ra=107  
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𝑨 = 𝟎.𝟓 𝑨 = 𝟏.𝟎 𝑨 = 𝟏. 𝟓 𝑨 = 𝟐. 𝟎 
Figure 28 : Champ de température, 𝜀 = 1.0, matériau : Silicium, Ra=107  
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(a) (b) (c) 
 
Figure 29 : Effet du facteur de forme sur la fonction courant maximale. Matériau : BGO 
(a)  𝑅𝑎 = 104 
(b) 𝑅𝑎 = 106 
(c)  𝑅𝑎 = 108 
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(a) (b) (c) 
 
Figure 30 : Effet du facteur de forme sur la fonction courant maximale. Matériau : Silicium  
(a)  𝑅𝑎 = 103 
(b) 𝑅𝑎 = 105 
(c) 𝑅𝑎 = 107 
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(a) (b) (c) 
 
Figure 31 : Effet du facteur de forme sur la température moyenne de la cavité. Matériau : BGO 
(a) Ra = 104 
(b)  Ra = 106 
(c)  Ra = 108 
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(a) (b) (c) 
 
Figure 32 : Effet du facteur de forme sur la température moyenne de la cavité. Matériau : Silicium 
(a)  Ra = 103 
(b) Ra = 105  
(c) Ra = 107 
66 
 
   
   
(a) (b) (c) 
 
Figure 33 : Effet du facteur de forme sur le nombre de Nusselt moyen. Matériau : BGO  
(a) 𝜀 = 0.2  
(b) 𝜀 = 0.6 
 (c) 𝜀 = 1.0 
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(a) (b) (c) 
 
Figure 34 : Effet du facteur de forme sur le nombre de Nusselt moyen. Matériau : Silicium  
(a) 𝜀 = 0.2  
(b) 𝜀 = 0.6 
(c) 𝜀 = 1.0 
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Facteur de forme de la cavité: 𝐴 
0.5 1.0 1.5 2.0 
Dimension de l’échangeur𝜀 
0.1 1.0 0.1 1.0 0.1 1.0 0.1 1.0 
Nombre de Rayleigh : 𝑅𝑎 
103 108 103 108 103 108 103 108 103 108 103 108 103 108 103 108 
Température Moyenne de la cavité : 𝑇𝑚𝑜𝑦 
1.00 1.00 0.73 0.91 1.00 1.00 0.83 0.96 1.00 0.98 0.88 0.96 1.00 1.00 0.91 0.96 
 
Tableau 3 : variation de la température moyenne en fonction du facteur de forme pour des valeurs extrêmes de 𝜀 et 𝑅𝑎. 
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4.3.4 Topologie de la fonction courant et du champ de température 
4.3.4.1  Introduction  
Il est habituel de représenter les résultats de simulations de la convection naturelle par la fonction 
courant et le champ de température isotherme qui peuvent fournir des informations qualitatives et 
globales sur l’écoulement du fluide et les gradients de températures dans la cavité. Pour cela nous 
avons représenté sur les fig. 35-46 la fonction courant et le champ de température pour les deux 
matériaux BGO et Silicium et pour des valeurs choisies de 𝜀 et de 𝑅𝑎. D’autres parts nous avons 
représenté sur les fig. 47-50 pour les deux matériaux et pour des valeurs choisies de 
𝜀(respectivement de 𝑅𝑎) l’évolution de la fonction courant et du champ de température en fonction 
de 𝑅𝑎  (respectivement 𝜀). 
4.3.4.2 Interprétation des résultats 
L’examen des fig. 35-46, représentatives de l’ensemble de résultats, montre l’existence de deux 
vortex symétriques produits par la circulation du fluide dans la cavité. Afin de saisir, par la pensée,  le 
sens de l’écoulement du fluide dans la cavité, considérons la configuration, qui nous semble être la 
plus simple et la plus intuitive, où 𝜀 = 1.0 et 𝑅𝑎 = 103.  A l’état initial le fluide est considéré à une 
température moyenne de 0.5. On porte alors et de manière instantanée la température des parois 
de la cavité à 1.0 et la température de l’échangeur thermique à 0.0. 𝑅𝑎 étant très faible le transfert 
de chaleur se met en place à travers le phénomène de conduction. La loi de Fourier de la diffusion de 
la chaleur fait en sorte que les particules fluides se déplacent vers la paroi froide de l’échangeur 
thermique. A cause de la symétrie de la cavité les particules fluides qui se trouvent sur l’axe central 
de la cavité sont les plus accélérées, il en résulte un mouvement descendant du fluide le long de l’axe 
central pour venir percuter la paroi froide, transférer vers l’extérieur de la cavité une partie de leur 
chaleur en se mouvant horizontalement le long de l’échangeur thermique pour ensuite regagner de 
la chaleur au contact de la paroi chaude latéral et entamer un mouvement d’ascension jusqu’à la 
paroi haute et reprendre le cycle en créant un double vortex dans la cavité. Les particules fluides qui 
sont prises dans le vortex voient leurs vitesses augmenter à l’approche du centre du vortex. Ainsi 
s’établit un écoulement en double vortex symétrique ascendant sur les parois latérales et 
descendant le long de l’axe de symétrie. Notons l’existence d’une zone de stagnation du fluide au 
centre de la cavité près de l’échangeur thermique due à la symétrie de la configuration. 
L’augmentation du nombre de Rayleigh, pour un même fluide et pour un facteur de forme fixe de la 
cavité, traduit l’augmentation du gradient de température entre l’échangeur de chaleur et les parois 
chaudes de la cavité. Ce gradient de température influence l’écoulement du fluide à travers le terme 
de Boussinesq qui intervient dans l’équation du mouvement de la vitesse axiale ce qui a pour effet 
d’accélérer les particules fluides le long de l’axe de symétrie dans le sens de la gravité ; ainsi apparaît 
la convection naturelle.  L’examen approfondi des fig. 35-46 montre l’existence de deux régimes 
d’écoulement du fluide l’un purement conductif pour 𝑅𝑎 ≤ 104et un autre régime dominé par la 
convection naturelle pour 𝑅𝑎 > 104. En effet pour 𝑅𝑎 ≤ 104 les isothermes ont une forme 
parabolique caractéristique du phénomène de conduction. Lorsque 𝑅𝑎 augmente les isothermes 
sont aplaties vers l’échangeur thermique à cause des forts gradients de température et de la 
70 
 
circulation rapide du fluide causée par le phénomène de convection naturelle visible sur la variation 
de la forme des vortex et leur intensité ainsi que le déplacement de leur centre vers le bas de la 
cavité. Le Silicium exhibe un écoulement plus compliqué avec l’augmentation de 𝑅𝑎 et de 𝜀. En effet 
plusieurs recirculations du fluide apparaissent en haut de la cavité en fonction de la valeur de 𝑅𝑎 et 
de 𝜀. Des ondulations plus nettes apparaissent sur les isothermes au cours de l’accentuation du 
phénomène de convection soit avec 𝑅𝑎 soit avec 𝜀. Les fig. 47 et 48 résument qualitativement 
l’évolution de la fonction courant et des isothermes en fonction du nombre de Rayleigh. On voit 
clairement l’apparition de la convection naturelle à partir de 𝑅𝑎 = 104 avec l’aplatissement des 
isothermes et la distorsion des lignes de courant voir même l’apparition de vortex secondaires pour 
le cas du Silicium sur la fig. 48. Les fig. 49 et 50 résument qualitativement l’effet de la dimension de 
l’échangeur de chaleur sur la topologie de l’écoulement du fluide. Le champ thermique s'étend le 
long de la paroi basse avec la dimension de l'échangeur thermique avec ondulations pour le cas du 
Silicium. Pour l'écoulement du fluide on remarque un déplacement du centre des vortex vers les 
parois latérales pour le BGO alors que pour le Silicium le déplacement à lieu vers le haut de la cavité. 
4.3.4.3 Conclusion  
L’écoulement du fluide dans la cavité est caractérisé par la formation de deux vortex symétriques par 
rapport à l’axe central vertical de la cavité. Le fluide et ascendant sur les parois latérales chaudes et 
descendant le long de l’axe central. Pour le Silicium des recirculations mineures apparaissent en haut 
de la cavité pour des nombres de Rayleigh importants. L’effet qualitatif de la convection naturelle à 
travers 𝑅𝑎 et de la dimension de l’échangeur thermique 𝜀 sont mis en évidence. On distingue deux 
régimes l’un purement conductif pour 𝑅𝑎 ≤ 104 et l’autre à dominance convective pour 𝑅𝑎 > 104. 
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a) 
  
(b) 
  
(c) 
 
Figure 35 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
4
  
(a)  𝜀 = 0.2 ; (b) 𝜀 = 0.4 ; (c)  𝜀 = 0.6 
Matériau : BGO
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Fonction courant Champs de température 
  
  
(a)  
  
(b)  
 
Figure 36 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
4
  
(a) = 0.8 , (b)  𝜀 = 1.0 
matériau : BGO 
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a)  
  
(b)  
  
(c)  
 
Figure 37 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
6
  
(a)  𝜀 = 0.2 ; (b) 𝜀 = 0.4 ; (c)  𝜀 = 0.6 
matériau : BGO 
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a)  
  
(b)  
 
Figure 38 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
6
  
(a) = 0.8 , (b)  𝜀 = 1.0 
matériau : BGO 
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a) 
  
(b) 
  
(c) 
 
Figure 39 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
8
  
(a)  𝜀 = 0.2 ; (b) 𝜀 = 0.4 ; (c)  𝜀 = 0.6 
matériau : BGO 
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a)  
  
 (b) 
 
Figure 40 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
8
  
(a) = 0.8 , (b)  𝜀 = 1.0 
 matériau : BGO 
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a)   
  
(b)   
  
(c)   
 
Figure 41 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
3
  
(a)  𝜀 = 0.2 ; (b) 𝜀 = 0.4 ; (c)  𝜀 = 0.6 
matériau : Silicium 
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a)  
  
(b)  
 
Figure 42 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
3
  
(a)  𝜀 = 0.8 , (b)  𝜀 = 1.0 
matériau : Silicium
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a)    
  
(b)    
  
(c)   
 
Figure 43 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
5
  
(a)  𝜀 = 0.2 ; (b) 𝜀 = 0.4 ; (c)  𝜀 = 0.6 
matériau : Silicium
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a)  
  
(b)  
 
Figure 44 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
5
  
(a)  𝜀 = 0.8 , (b)  𝜀 = 1.0 
matériau : Silicium
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a)   
  
(b)    
  
(c)   
 
Figure 45 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
7
  
(a)  𝜀 = 0.2 ; (b) 𝜀 = 0.4 ; (c)  𝜀 = 0.6 
matériau : Silicium
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Fonction courant Champ de température 
  
  
(a)  
  
(b)   
 
Figure 46 : Fonction courant et champs de température dans la cavité. Ra=10
7
  
(a)  𝜀 = 0.8 , (b)  𝜀 = 1.0 
matériau : Silicium
83 
 
𝑹
𝒂
=
𝟏
𝟎
𝟑
 
  
𝑹
𝒂
=
𝟏
𝟎
𝟒
 
  
𝑹
𝒂
=
𝟏
𝟎
𝟓
 
  
𝑹
𝒂
=
𝟏
𝟎
𝟔
 
  
𝑹
𝒂
=
𝟏
𝟎
𝟕
 
  
𝑹
𝒂
=
𝟏
𝟎
𝟖
  
  
Figure 47 : Fonction courant et champ de température en fonction du nombre de Rayleigh. 
 𝜀 = 0.5; matériau : BGO 
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Figure 48 : fonction courant et champ de température en fonction du nombre de Rayleigh. 
 𝜀 = 0.5, matériau : Silicium 
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Figure 49 : Fonction courant et champ de température en fonction de 𝜀. Ra=108 
matériau : BGO 
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Figure 50 : Fonction courant et champ de température en fonction de 𝜀. Ra=107  
matériau : Silicium
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4.3.5 Champs de vitesse radiale et axiale 
4.3.5.1 Introduction  
Nous avons représenté sur les fig. 51-56 et les fig. 57-62 respectivement pour le matériau BGO et 
pour le matériau Silicium les champs de vitesses axiales et radiales présents dans la cavité pour des 
valeurs choisies de la dimension de l’échangeur de chaleur 𝜀et du nombre de Rayleigh 𝑅𝑎. 
4.3.5.2 Interprétation des résultats  
Le champ de vitesse axiale et radiale sont rapportées à titre indicatif et pour une éventuelle étude 
comparative et de validation. Les mêmes remarques relevées dans le paragraphe précédent peuvent 
être reconduites notamment en ce qui concerne les deux régimes conductif et convectif. Les 
particules fluides voient leur vitesse radiale accélérée au niveau de la paroi froide et leur vitesse 
axiale accélérée au passage des parois chaudes avec un net tassement avec l’augmentation du 
nombre de Rayleigh. 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
  
(c) 
 
Figure 51 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
4 
 
   (a) 𝜀 = 0.2,  (b)  𝜀 = 0.4 ,  (c) 𝜀 = 0.6 
matériau : BGO 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
 
Figure 52 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
4 
 
(a) 𝜀 = 0.8,  (b)  𝜀 = 1.0  
matériau : BGO 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
  
(c) 
 
Figure 53 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
6 
   (a) 𝜀 = 0.2,  (b)  𝜀 = 0.4 ,  (c) 𝜀 = 0.6 
matériau : BGO 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
 
Figure 54 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
6 
 
 (a) 𝜀 = 0.8,  (b)  𝜀 = 1.0  
matériau : BGO 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
  
(c) 
 
Figure 55 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
8  
   (a) 𝜀 = 0.2,  (b)  𝜀 = 0.4 ,  (c) 𝜀 = 0.6 
matériau : BGO
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
 
Figure 56 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
8 
  
(a) 𝜀 = 0.8,  (b)  𝜀 = 1.0 
 matériau : BGO 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
  
(c) 
 
Figure 57 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
3 
 
   (a) 𝜀 = 0.2,  (b)  𝜀 = 0.4 ,  (c) 𝜀 = 0.6 
matériau : Silicium. 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
 
Figure 58 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
3  
(a) 𝜀 = 0.8,  (b)  𝜀 = 1.0 
matériau : Silicium. 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
  
(c) 
 
Figure 59 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
5 
 
(a) 𝜀 = 0.2,  (b)  𝜀 = 0.4 ,  (c) 𝜀 = 0.6 
matériau : Silicium. 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
 
Figure 60 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
5 
 
(a)  𝜀 = 0.8,  (b)  𝜀 = 1.0  
matériau : Silicium 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
  
(c) 
 
Figure 61 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra = 10
7 
 
(a) 𝜀 = 0.2,  (b)  𝜀 = 0.4 ,  (c) 𝜀 = 0.6 
matériau : Silicium 
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Vitesse axiale Vitesse radiale  
  
  
(a) 
  
(b) 
 
Figure 62 : champ de vitesse axiale et radiale dans la cavité. Ra=10
7
  
(a)  𝜀 =  0.8 , (b)  𝜀 = 1.0 
 matériau : Silicium 
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4.3.6 Effets de la dimension de l’échangeur de chaleur 
4.3.6.1 Introduction 
Afin de cerner l’effet des paramètres de la cavité sur l’écoulement du fluide et le transfert de 
chaleur, au niveau de l’échangeur de chaleur, nous nous intéressons maintenant à l’effet de la 
dimension de l’échangeur de chaleur sur la solution. Nous avons fait varier la dimension de 
l’échangeur, notée 𝜀, entre 0.1 et 1.0 par pas de 0.1 et nous avons étudié l’évolution de la 
fonction courant maximale, la température moyenne de la cavité et le nombre de Nusselt moyen 
le long de l’échangeur thermique. Les résultats sont représentés sur la fig. 63 pour le BGO et la fig. 
64 pour le Silicium. 
4.3.6.2 Discussion des résultats 
A) La fonction courant maximale : le maximum de la fonction courant augmente avec la dimension 
de l’échangeur de chaleur, pour un 𝑅𝑎 donné, pour atteindre une valeur maximale puis 
redescend à une valeur plus basse. Cette valeur maximale est de 𝜀 = 0.7 pour le BGO quelle que 
soit la valeur du nombre de Rayleigh. Par contre pour le Silicium cette valeur est de 0.7 pour 
toutes les valeurs du nombre de Rayleigh sauf pour 𝑅𝑎 = 107 ou le maximum de la fonction 
courant à lieu pour 𝜀 = 0.6. Ainsi le fait d’augmenter la dimension de l’échangeur a pour effet 
d’accélérer le mouvement du fluide. Néanmoins au-delà d’une certaine valeur de 𝜀 le fluide est 
décéléré. Ce comportement peut être expliqué de la manière suivante : pour un 𝑅𝑎 donnée, 
l’augmentation de 𝜀 à pour effet d’augmenter la surface froide de la cavité qui à son tour attire 
plus de particules chaudes, à cause de la diffusion pour un faible 𝑅𝑎 et surtout à cause de la 
convection pour de grands 𝑅𝑎, ainsi un déplacement important de particules fluides a lieu ce qui 
entraine une accélération d’un plus grand nombre de particules. Mais au contact de la surface 
froide les particules perdent leur énergie pour la transférer à l’extérieur de la cavité ce qui cause 
leur ralentissement, une balance s’établit alors entre ses deux phénomènes et l’équilibre à lieu 
pour 𝜀 = 0.7. Pour 0.1 ≤  𝜀 ≤  0.7 l’accélération des particules est plus importante que la perte 
d’énergie occasionnée par le transfert de chaleur au profit de l’extérieur de la cavité. Au-delà de 
𝜀 =  0.7 l’effet du transfert de chaleur vers l’extérieur l’emporte sur celui de l’accélération des 
particules. 
B) La température moyenne de la cavité : pour une faible valeur de 𝜀, la température moyenne de 
la cavité tend vers 1.0 quel que soit la valeur de 𝑅𝑎. Avec l’augmentation de 𝜀, pour un 𝑅𝑎 
donné, la température moyenne de la cavité diminue, et ce pour les deux matériaux cette 
température est d’autant plus faible que 𝑅𝑎 est faible. Ceci peut être expliqué par le fait que les 
pertes de chaleur occasionnées par la paroi froide de la cavité sont d’autant plus faibles que la 
surface de l’échangeur est petite. Avec l’augmentation de 𝜀 la surface de contact froide 
augmente et une perte de chaleur conséquente se produit ce qui a pour effet de diminuer la 
température moyenne de la cavité. Cette diminution est contrecarrée par la convection naturelle 
lorsque 𝑅𝑎 augmente ce qui élève la température moyenne de la cavité. 
C) Nombre de Nusselt moyen : le nombre de Nusselt moyen augmente, pour un 𝑅𝑎 donné, en 
fonction de 𝜀 pour atteindre un maximum à 𝜀 = 0.8 pour BGO et  𝜀 = 0.7 pour le Silicium et 
redescend ensuite pour atteindre une valeur plus basse pour 𝜀 = 1.0. le nombre de Nusselt 
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mesure le rapport entre le transfert thermique total et le transfert par conduction. On remarque 
que la dimension de l’échangeur thermique a un effet notable sur le transfert thermique. En 
effet le phénomène de convection naturelle devient plus important avec l’augmentation de la 
dimension de l’échangeur thermique. Cette augmentation est de l’ordre de 40 % pour un 
𝑅𝑎 = 103 et de 63 % pour un 𝑅𝑎 = 108 (107 pour le Silicium) pour les deux matériaux. Ceci 
peut s’expliquer par l’accélération subie par les particules fluides au niveau de l’échangeur de 
chaleur qui est d’autant plus grande que le parcours réalisé par les particules est important. 
Cependant au-delà de 𝜀 = 0.8 pour BGO et  𝜀 = 0.7 pour le Silicium l’apport de la convection 
naturelle diminue ceci est probablement dut à la contribution des parois chaudes basse et 
latérale ou les particules sont décélérés pour amorcer une ascension au niveau du coin de la 
paroi basse. Cette perte d’énergie se traduit par une diminution de l’apport de la convection 
naturelle au transfert de chaleur. D’autres parts le nombre de Nusselt moyen est minimum au 
centre de la cavité à cause de la présence d’un point de stagnation ou la convection est 
minimale. 
4.3.6.3 Conclusion  
Nous avons étudié l’effet de la dimension de l’échangeur de chaleur sur 3 paramètres importants 
décrivant l’écoulement du fluide et le transfert de chaleur de la cavité. Nous avons ainsi montré 
que la dimension de l’échangeur de chaleur à un effet notable sur la convection naturelle dans la 
cavité qui atteint son maximum autour de la valeur 𝜀 ≈ 0.7 − 0.8 pour les deux matériaux. 
Cependant la température moyenne de la cavité diminue avec l’augmentation de l’échangeur 
thermique.
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Figure 63 : Effet de la dimension de l’échangeur de chaleur (matériau : BGO)  
(a) fonction courant maximale 
(b) température moyenne de la cavité 
(c) nombre de Nusselt moyen. 
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Figure 64 : Effet de la dimension de l’échangeur de chaleur (matériau : Silicium)  
(a) fonction courant maximale 
(b) température moyenne de la cavité 
(c) nombre de Nusselt moyen. 
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4.3.7  Effets du nombre de Rayleigh 
4.3.7.1 Introduction 
Nous avons représenté l’effet du nombre de Rayleigh sur la fonction courant maximale, la 
température moyenne de la cavité et le nombre de Nusselt moyen le long de l’échangeur 
thermique. Les résultats sont représentés sur la fig. 65 pour le BGO et la fig. 66 pour le Silicium. 
4.3.7.2 Interprétation des résultats 
A. La fonction courant maximale : pour une valeur donnée de la dimension de l’échangeur 𝜀la 
fonction courant maximale augmente avec le nombre de Rayleigh. Cette augmentation est 
sensible à partir de 𝑅𝑎 = 104 valeur à partir de laquelle la convection naturelle devient 
prépondérante par rapport à la conduction.  L’augmentation du nombre de 𝑅𝑎 traduit 
l’augmentation du gradient ∆𝑇 de la cavité. Avec l’augmentation du gradient de température 
de la cavité, les particules fluides se trouvent de plus en plus accélérées et la fonction 
courant qui traduit le mouvement du fluide se trouve ainsi augmentée. Cette augmentation 
n’est pas linéaire  et est accélérée avec 𝑅𝑎. On remarquera que la convection naturelle est 
plus importante pour l’oxyde BGO que pour le semi-conducteur Silicium. 
B. La température moyenne de la cavité : pour une valeur donnée de la dimension de 
l’échangeur de chaleur 𝜀 la température moyenne de la cavité augmente avec le nombre de 
Rayleigh et tend asymptotiquement vers 1.0. L’augmentation du nombre de Rayleigh a pour 
effet d’augmenter la vitesse des particules fluides, comme on vient de le voir, les particules 
fluides gagnent de l’énergie et la température moyenne de la cavité augmente. Cette 
augmentation est d’autant plus accentuée que   se rapproche de 1.0.  
C. Le nombre de Nusselt moyen : le nombre de Nusselt moyen augmente avec le nombre de 
Rayleigh pour une valeur donnée de 𝜀. En effet avec l’augmentation de 𝑅𝑎 les particules 
fluides sont plus énergétiques au contact des parois chaudes, cette énergie est cédée lors du 
passage devant la paroi froide de la cavité. On remarque que pour des 𝑅𝑎 ≤  104 le Nusselt 
moyen reste invariant à cause de la domination du régime conductif par contre pour 
𝑅𝑎 ≥  104 le régime convectif devient dominant et le Nusselt moyen augmente 
sensiblement. Le transfert de chaleur est plus important pour l’oxyde BGO que pour le semi-
conducteur Silicium. 
4.3.7.3 Conclusion  
Afin de cerner l’effet du nombre de Rayleigh sur la convection naturelle nous avons étudié la 
variation de la fonction courant maximale, de la température moyenne de la cavité ainsi que le 
transfert de chaleur au niveau de l’échangeur de chaleur à travers le nombre de Nusselt moyen. 
Les résultats quantitatifs sont représentés sur les fig. 65 pour le BGO et 66 pour le Silicium. 
L’examen de ses résultats montre que le nombre de Rayleigh à un effet notable sur la convection 
naturelle. Cet effet est notable pour des valeurs de 𝑅𝑎 >  104. Pour 𝑅𝑎 ≤  104 le transfert de 
chaleur est dominé par la conduction. La température moyenne de la cavité augmente avec le 
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nombre de Rayleigh même si le transfert et chaleur est plus important. On remarquera aussi que 
la convection naturelle est plus importante pour les oxydes que pour les semi-conducteurs.  
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Figure 65 : Effet du nombre de Rayleigh (matériau : BGO)  
(a) fonction courant maximale 
(b) température moyenne de la cavité 
(c) nombre de Nusselt moyen. 
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Figure 66 : Effet du nombre de Rayleigh (matériau : Silicium)  
(a) fonction courant maximale 
(b) température moyenne de la cavité 
(c) nombre de Nusselt moyen. 
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4.3.8 Température du fluide le long de l’axe central de la cavité 
4.3.8.1 Introduction  
Nous avons représenté sur les fig. 67 et 68 pour BGO et 69 et 70 pour le Silicium, la température 
du fluide le long de l’axe central de la cavité pour différentes valeur de 𝑅𝑎 et pour des valeurs 
choisies de  la dimension de l’échangeur thermique 𝜀. 
4.3.8.2 Interprétation des résultats 
Ces figures traduisent, d’une autre manière, les résultats que nous avons déjà discutés 
précédemment. En effet il est mis en évidence, dans ces figures, l’effet du nombre de Rayleigh et 
de la dimension de l’échangeur de chaleur sur l’écoulement du fluide, la température moyenne 
de la cavité et le transfert de chaleur au niveau de l’échangeur thermique. En effet nous avons vu 
que l’écoulement du fluide dans la cavité se traduit par un mouvement d’ascension le long des 
parois latérales pour redescendre ensuite le long de l’axe de symétrie. Sur les fig. 67-70 on 
remarque que le passage de la température 1.0 de la paroi haute à la température 0.0 de 
l’échangeur le long de l’axe de symétrie est d’autant plus raide et plus abrupte que le nombre de 
Rayleigh est plus grand. Cela traduit l’importance de la convection naturelle qui tend à 
homogénéiser la température de la cavité comme indiqué sur les fig. 65 (b) et 66 (b). D’autres 
part l’augmentation de la dimension de l’échangeur de chaleur 𝜀 tend à réduire cette évolution 
raide de la température comme indiqué sur les fig. 63 (b) et 64 (b). De la même manière on peut 
déduire, en comparant entre le BGO (fig. 67) et le Silicium (fig. 68) l’importance de la convection 
naturelle pour les oxydes par rapport aux semi-conducteurs déjà signalée précédemment. 
4.3.8.3 Conclusion  
Nous avons représenté l’évolution de la température le long de l’axe de symétrie pour diverses 
valeurs de 𝑅𝑎 et de 𝜀. Les fig. 67 et 68 rendent compte aussi de l’importance du nombre de 
Rayleigh et de la dimension de l’échangeur de chaleur sur la convection naturelle.
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Figure 67 : température du fluide le long de l’axe central de la cavité. Matériau : BGO 
(a) 𝜀 =  0.2 
(b) 𝜀 =  0.4 
(c) 𝜀 =  0.6 
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Figure 68 : température du fluide le long de l’axe central de la cavité. Matériau : BGO 
(a) 𝜀 =  0.8 
(b) 𝜀 =  1.0 
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(a)     (b)    (c)    
 
Figure 69 : température du fluide le long de l’axe central de la cavité. Matériau : Silicium 
(a) 𝜀 =  0.2 
(b) 𝜀 =  0.4 
(c) 𝜀 =  0.6 
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(a)     (b)     
 
Figure 70 : température du fluide le long de l’axe central de la cavité. Matériau : Silicium 
(a) 𝜀 = 0.8 
(b) 𝜀 = 1.0 
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4.3.9 Vitesse du fluide le long de l’axe central de la cavité 
4.3.9.1 Introduction 
Nous avons représenté sur les fig. 71-72, pour le BGO, et les fig. 73-74, pour le Silicium, la vitesse du 
fluide le long de l’axe central de la cavité pour différentes valeurs du nombre de Rayleigh 𝑅𝑎 et pour 
des valeurs choisies de la dimension de l’échangeur de chaleur . 
4.3.9.2 Interprétation des résultats 
L’examen des fig. 71-74 fait ressortir les remarques suivantes : 
1. Les bosses de la courbe de la vitesse du fluide, pour le BGO, mettent en évidence l’existence 
de recirculations mineures du fluide non révélées par les topographies de la fonction courant 
étudiées dans le paragraphe ‎4.3.4.  
2. Pour le Silicium les deux recirculations du fluide sont nettement mises en évidence sur les fig. 
73 et 74. 
3. Le pic de la vitesse du fluide, pour le BGO, se trouve pratiquement à une position fixe à 0.05 
du centre de l’échangeur thermique et ce quel que soient les valeurs de  et de 𝑅𝑎. 
4. Pour le Silicium le pic du maximum de vitesse se déplace entre 0.075 et 0.2 du centre de 
l’échangeur thermique  
5. La valeur maximale de la vitesse du fluide le long de l’axe central diminue lorsque  
augmente pour 𝑅𝑎 = 108 (régime totalement convectif) alors qu’elle augmente pour 
𝑅𝑎 = 103 (régime totalement conductif). Ce résultat, important et significatif, est reporté 
sur la fig. 75 ; il montre clairement la différence de l’écoulement du fluide pour les deux 
régimes extrêmes conductif et convectif et met en exergue l’importance de la dimension de 
l’échangeur de chaleur et celle du phénomène de la convection. 
4.3.9.3 Conclusion  
L’étude des courbes de l’évolution de la vitesse du fluide le long de l’axe de symétrie met exergue 
la complexité de l’écoulement du fluide dans la cavité ainsi que l’importance de la dimension de 
l’échangeur thermique.  
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𝑅𝑎 = 104                 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 108 𝑅𝑎 = 104                 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 108 𝑅𝑎 = 104                 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 108 
(a)   (b)   (c)   
Figure 71 : Vitesse du fluide le long de l’axe central de la cavité. Matériau : BGO 
(a) 𝜀 =  0.2 
(b) 𝜀 =  0.4 
(c) 𝜀 =  0.6 
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𝑅𝑎 = 104                 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 108 𝑅𝑎 = 104                 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 108 
(a)   (b)   
Figure 72 : Vitesse du fluide le long de l’axe central de la cavité. Matériau : BGO 
(a) 𝜀 =  0.8 
(b) 𝜀 =  1.0
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𝑅𝑎 = 103                 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 107 𝑅𝑎 = 103                 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 107 𝑅𝑎 = 103                 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 107 
(a)   (b)   (c)   
Figure 73 : Vitesse du fluide le long de l’axe central de la cavité. Matériau : Silicium 
(a) 𝜀 =  0.2 
(b) 𝜀 =  0.4 
(c) 𝜀 =  0.6 
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𝑅𝑎 = 103                 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 107 𝑅𝑎 = 103                 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 107 
(a)   (b)   
Figure 74 : Vitesse du fluide le long de l’axe central de la cavité. Matériau : Silicium 
(a) 𝜀 =  0.8 
(b) 𝜀 =  1.0
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Figure 75 : variation du pic de la vitesse du fluide le long de l’axe de symétrie  
en fonction de la dimension de l’échangeur pour des cas extrêmes Ra=10
3
  et Ra=10
8
 traduisant les 
deux régimes extrêmes de conduction et de convection.  
Matériau : BGO.
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4.3.10 Nombre de Nusselt le long de l’échangeur thermique 
4.3.10.1 Introduction 
Nous avons représenté sur les fig. 76-79 l’évolution du nombre de Nusselt local le long de 
l’échangeur thermique 𝜀 pour différentes valeurs de 𝑅𝑎. 
4.3.10.2 Interprétation des résultats 
L’examen des fig. 76-79 fait ressortir les remarques suivantes : 
1. A cause de la symétrie de la cavité, nous n’avons représenté que l’évolution du nombre 
de Nusselt local sur la moitié de l’échangeur thermique. 
2. Le nombre de Nusselt local présente un minimum au niveau du point central à cause de 
l’existence d’un point de stagnation du fluide.  
3. Le nombre de Nusselt atteint sa valeur maximale aux bords de l’échangeur thermique où 
le gradient de température est important.  
4. Le nombre de Nusselt local est pratiquement invariable le long de l’échangeur thermique. 
5. Le nombre de Nusselt local augmente avec le nombre de Rayleigh ce qui met en évidence 
l’effet de la convection naturelle pour 𝑅𝑎 ≥  104.   
6. Le maximum du nombre de Nusselt local augmente avec 𝜀 pour 𝑅𝑎 = 108 comme on 
peut le vérifier sur le tab. 4. La convection naturelle augmente ainsi le transfert de chaleur 
au niveau du bord de l’échangeur thermique en fonction de la dimension de l’échangeur. 
Ce genre de situation est ainsi défavorable pour initier une croissance cristalline contrôlée 
car il y a risque de faire apparaitre des germinations parasites au niveau des bords du 
germe cristallin. 
BGO  Ra = 108 
𝜀 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
Nusselt local 
maximum 
18.95 31.96 42.89 51.64 132.64 
      
Silicium Ra = 107 
Nusselt local 
maximum 
16.62 30.11 42.65 56.91 319.13 
 
Tableau 4 : variation du maximum du nombre de Nusselt local en fonction de la dimension de 
l’échangeur 𝜀 pour Ra=108 (BGO) et Ra=107 (Silicium) 
4.3.10.3 Conclusion  
Nous avons représenté l’évolution du nombre de Nusselt local le long de l’échangeur thermique pour 
diverses valeurs du nombre de Rayleigh et pour les deux matériaux. Les résultats montrent  que le 
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transfert de chaleur est minimum au centre de la cavité, à cause de l’existence d’un point de 
stagnation du fluide, par contre le transfert de chaleur est maximum au bord de l’échangeur de 
chaleur à cause de forts gradients de température. La convection naturelle ainsi que la dimension de 
l’échangeur de chaleur augmentent le transfert de chaleur. 
121 
 
   
         
                         
𝑅𝑎 = 104                 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 108 𝑅𝑎 = 104                 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 108 𝑅𝑎 = 104                 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 108 
(a)    (b)   (c)    
Figure 76 : Nombre de Nusselt le long de l’échangeur thermique. Matériau : BGO 
(a) 𝜀 =  0.2 
(b) 𝜀 =  0.4 
(c) 𝜀 =  0.6 
122 
 
  
  
      
𝑅𝑎 = 104                 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 108 𝑅𝑎 = 104                 𝑅𝑎 = 106 𝑅𝑎 = 108 
(a)    (b)    
Figure 77 : Nombre de Nusselt le long de l’échangeur thermique. Matériau : BGO 
(a) 𝜀 =  0.8 
(b) 𝜀 =  1.0
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𝑅𝑎 = 103                 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 107 𝑅𝑎 = 103                 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 107 𝑅𝑎 = 103                 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 107 
(a)    (b)    (c)    
Figure 78 : Nombre de Nusselt le long de l’échangeur thermique. Matériau : Silicium 
(a) 𝜀 =  0.2 
(b) 𝜀 =  0.4 
(c) 𝜀 =  0.6
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𝑅𝑎 = 103                 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 107 𝑅𝑎 = 103                 𝑅𝑎 = 105 𝑅𝑎 = 107 
(a)    (b)    
Figure 79 : Nombre de Nusselt le long de l’échangeur thermique. Matériau : Silicium 
(a) 𝜀 =  0.8 
(b) 𝜀 =  1.0
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4.3.11 Effets du nombre de Prandtl 
4.3.11.1 Introduction  
Dans tous les paragraphes précédents nous avons présenté les résultats relatifs aux deux matériaux 
sans pour autant insister sur une quelconque comparaison. Dans ce paragraphe nous allons 
reprendre ces résultats mais avec un regard sur l’effet du nombre de Prandtl sur la convection 
naturelle.  
4.3.11.2  Interprétation des résultats 
Nous avons représenté sur les fig. 80-82 une comparaison de l’évolution du nombre de Nusselt local 
pour les deux matériaux pour diverses valeurs de 𝜀 et de 𝑅𝑎. Nous pouvons remarquer que le 
transfert de chaleur au niveau de l’échangeur de chaleur est fortement influencé par le nombre de 
Prandtl spécialement à hauts nombre de Rayleigh, ce qui met en évidence l’importance de la 
convection pour les oxydes par rapport aux semi-conducteurs. Cependant cette différence a 
tendance à être réduite avec l’augmentation de la dimension de l’échangeur de chaleur. 
Sur les fig. 83 et 84 nous avons représenté l’effet du nombre de Prandtl sur l’évolution du Nusselt 
moyen en fonction de 𝑅𝑎 et de 𝜀. Là aussi on peut remarquer que la convection naturelle est plus 
importante pour les oxydes et influe, ainsi, considérablement le transfert de chaleur. 
Sur les fig. 85 et 86 nous avons représenté l’effet du nombre de Prandtl sur la fonction courant 
maximale. Nous pouvons remarque l’importance de la convection naturelle pour les oxydes par 
rapports aux semi-conducteurs. Les fig. 87 comparent l’évolution de la température du fluide le long 
de l’axe de symétrie en fonction du nombre de Prandtl ou l’on peut relever l’intensité de la 
convection naturelle pour les oxydes mais aussi la complexité de l’écoulement fluide pour les semi-
conducteurs pour 𝜀 = 1.0.  
Sur le tab. 5 nous avons résumé les résultats comparatifs pour les deux matériaux étudiés en 
fonction de 𝑅𝑎 et de 𝜀. 
Afin de mieux cerner l’effet du nombre de Prandtl sur la convection naturellenous avons tracé les 
courbes 88 (a) et (b) en faisant varier 𝑃𝑟 entre 0.013 et 20 pour 𝜀 = 0.4. On voit ainsi l’importance 
du nombre de Prandtl sur la convection naturelle à travers l’évolution rapide du transfert de chaleur 
et de l’écoulement du fluide dans la cavité avec un palier pour le transfert de chaleur pour 𝑃𝑟 > 3.0. 
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BGO Silicium BGO Silicium 
(𝑎) (𝑏) 
  
    
    
BGO Silicium BGO Silicium 
(𝑐) (𝑑) 
𝜀 = 0.2 
Figure 80 : Nusselt local le long de l’échangeur thermique pour 𝜀 = 0.2 
(a) 𝑅𝑎 = 105,   (b)   𝑅𝑎 = 106 
(c) 𝑅𝑎 = 107,   (d)   𝑅𝑎 = 108 
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BGO Silicium BGO Silicium 
(𝑎) (𝑏) 
  
    
    
BGO Silicium BGO Silicium 
(𝑐) (𝑑) 
𝜀 = 0.6 
Figure 81 : Nusselt local le long de l’échangeur thermique pour 𝜀 = 0.6 
(a) 𝑅𝑎 = 104,   (b)   𝑅𝑎 = 105 
(c) 𝑅𝑎 = 106,   (d)   𝑅𝑎 = 107 
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(𝑎) (𝑏) 
  
    
    
(𝑐) (𝑑) 
𝜀 = 1.0 
Figure 82 : Nusselt local le long de l’échangeur thermique pour 𝜀 = 1.0 
(a) 𝑅𝑎 = 104,   (b)   𝑅𝑎 = 105 
(c) 𝑅𝑎 = 106,   (d)   𝑅𝑎 = 107 
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(a) (b) (c) 
 
Figure 83 : Nusselt Moyen au niveau de l’échangeur thermique en fonction de 𝑅𝑎 
(a) 𝜀 = 0.2 
(b) 𝜀 = 0.6 
(c) 𝜀 = 1.0 
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(a) (b) (c) 
 
Figure 84 : Nusselt Moyen au niveau de l’échangeur thermique en fonction de 𝜀 
(a) 𝑅𝑎 = 103 
(b) 𝑅𝑎 = 105 
(c) 𝑅𝑎 = 107 
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(a) (b) (c) 
 
Figure 85 : fonction courant maximale en fonction de 𝜀 
(a) 𝑅𝑎 = 103 
(b) 𝑅𝑎 = 105 
(c) 𝑅𝑎 = 107 
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BGO Silicium BGO Silicium 
𝑅𝑎 = 108 𝑅𝑎 = 107 
(𝑎) (𝑏) 
  
    
BGO Silicium BGO Silicium 
𝑅𝑎 = 107 𝑅𝑎 = 107 
(𝑐) (𝑑) 
Figure 86 : fonction courant maximale en fonction de 𝑅𝑎 
(a) 𝜀 = 0.2,   (b)   𝜀 = 0.6 
(c)  𝜀 = 0.8,   (d)  𝜀 = 1.0
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(a) (b) (c) 
 
Figure 87 : profil de la vitesse du fluide le long de l’axe de symétrie Ra=10
7
  
(a) 𝜀 = 0.2 
(b) 𝜀 = 0.6 
(c) 𝜀 = 1.0
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Dimension de 
l’échangeur de 
chaleur 𝜀 
Nombre de 
Rayleigh 𝑅𝑎 
Ψ𝑚𝑎𝑥  𝑁𝑢 𝑇𝑚𝑜𝑦 
BGO Silicium BGO Silicium BGO Silicium 
0.1 103 0.00117 0.00114 1.754 1.755 0.997 0.997 
 104 0.011 0.009 1.756 1.757 0.997 0.997 
 105 0.083 0.054 1.778 1.771 0.998 0.998 
 106 0.306 0.212 1.943  1.825 0.999 0.999 
 107 0.847 0.545 2.504    2.004 0.999 0.999 
 108 1.978 1.068 3.544  2.428 0.999 0.999 
        
0.2 103 0.0044 0.0041 2.051 2.051 0.989 0.989 
 104 0.039 0.028 2.063 2.062 0.990 0.990 
 105 0.21 0.13 2.179 2.101 0.993 0.992 
 106 0.66 0.44 2.645 2.244 0.996 0.994 
 107 1.59 1.04 3.626    2.638 0.997 0.997 
 108 3.18 2.06 5.386   3.444 0.998 0.998 
        
0.3 103 0.009 0.008 2.216 2.216 0.977 0.977 
 104 0.075 0.051 2.250 2.236 0.979 0.978 
 105 0.35 0.22 2.501 2.313 0.986 0.983 
 106 0.99 0.66 3.182  2.557 0.991 0.989 
 107 2.15 1.50 4.484    3.146 0.994 0.993 
 108 4.09 3.12 6.787   4.272 0.996 0.996 
        
0.4 103 0.014 0.012 2.335 2.335 0.961 0.961 
 104 0.11 0.07 2.400 2.368 0.966 0.964 
 105 0.48 0.30 2.776 2.494 0.976 0.971 
 106 1.26 0.87 3.621   2.854 0.984 0.980 
 107 2.61 1.91 5.187 3.647 0.989 0.988 
 108 4.82 3.76 7.932  5.111 0.993 0.993 
        
0.5 103 0.019 0.016 2.436 2.436 0.941 0.941 
 104 0.140 0.096 2.533 2.485 0.948 0.945 
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 105 0.57 0.37 3.003 2.672 0.963 0.956 
 106 1.47 1.04 3.984 3.173 0.975 0.971 
 107 2.97 2.23 5.767 4.201 0.983 0.981 
 108 5.42 - 8.871   - 0.989  - 
 
Tableau 5 : Effets du nombre de Prandtl. Résultats comparatifs 
fonction courant maximale 𝛹𝑚𝑎𝑥, nombre de Nusselt moyen  
𝑁𝑢 au niveau de l’échangeur et température moyenne de la cavité 
𝑇𝑚𝑜𝑦 pour les différentes dimensions de l’échangeur thermique 𝜀 
 
 
 
Dimension de 
l’échangeur de chaleur 
𝜀 
Nombre de 
Rayleigh 𝑅𝑎 
Ψ𝑚𝑎𝑥  𝑁𝑢 𝑇𝑚𝑜𝑦 
BGO Silicium BGO Silicium BGO Silicium 
0.6 103 0.022 0.019 2.532 2.532 0.918 0.918 
 104 0.16 0.11 2.655 2.599 0.928 0.925 
 105 0.63 0.43 3.185 2.855 0.948 0.940 
 106 1.61 1.15 4.274 3.514 0.964 0.958 
 107 3.23 2.34 6.227 4.760 0.976 0.970 
 108 5.88 - 9.608   - 0.984 - 
        
0.7 103 0.023 0.021 2.637 2.637 0.894 0.894 
 104 0.167 0.128 2.773 2.719 0.906 0.903 
 105 0.639 0.492 3.324 3.037 0.930 0.922 
 106 1.65 1.28 4.484   3.824 0.952 0.943 
 107 3.37 2.16 6.551 5.024 0.967 0.957 
 108 6.15 - 1.012  - 0.978 - 
        
0.8 103 0.024 0.022 2.770 2.772 0.872 0.871 
 104 0.164 0.126 2.908 2.864 0.884 0.881 
 105 0.603 0.461 3.435 3.216 0.911 0.902 
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 106 1.55 1.12 4.594    4.009 0.938 0.925 
 107 3.28 1.99 6.706 4.945 0.958 0.944 
 108 6.09 - 1.034 - 0.972 - 
        
0.9 103 0.023 0.021 2.992 2.994 0.852 0.852 
 104 0.158 0.125 3.125 3.090 0.865 0.862 
 105 0.549 0.443 3.595 3.441 0.893 0.884 
 106 1.31 1.01 4.611 4.100 0.922 0.908 
 107 2.76 1.86 6.623 4.805 0.946 0.930 
 108 5.41 - 1.016 - 0.963 - 
        
1.0 103 0.023 0.021 3.460 3.324 0.843 0.843 
 104 0.15 0.13 3.591 3.420 0.856 0.853 
 105 0.52 0.46 4.029 3.773 0.883 0.874 
 106 1.16 0.97 4.881 4.369   0.911 0.897 
 107 2.12 1.67 6.414 4.833 0.936 0.918 
 108 3.50 - 9.067 - 0.955 - 
 
Tableau 5 : suite 
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(a) (b) 
 
Figure 88 : Effets du nombre de Prandtl pour 𝜀 = 0.4 
(a) Le nombre de Nusselt Moyen 
(b) Le maximum de la fonction courant 
4.3.11.3 Conclusion  
Nous avons résumé, dans ce paragraphe, l’effet du nombre de Prandtl sur la convection naturelle et 
nous avons mis en évidence l’importance de la convection naturelle pour les oxydes à haut nombre 
de Prandtl ainsi que la complexité de l’écoulement du fluide pour les semi-conducteurs et pour 
𝜀 = 1.0. nous avons aussi montré que, pour 𝜀 = 0.4, l’effet de Pr, sur le transfert de chaleur, est 
important aux basses valeurs et comporte un palier à partir de 𝑃𝑟 > 3.0. 
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4.3.12 Conclusion 
Dans ce chapitre nous avons présenté les différents résultats de nos simulations du phénomène de la 
convection naturelle dans une cavité cylindrique représentant le creuset d’un four de croissance 
cristalline de type HEM. Nous avons exposé ces résultats à travers la topologie des isothermes, des 
lignes de courant et des champs de vitesse radiale et longitudinale. Nous avons aussi représenté les 
effets du facteur de forme, de la dimension de l’échangeur de chaleur, du nombre de Rayleigh et du 
nombre de Prandtl sur l’écoulement du fluide et le transfert de chaleur au niveau de l’échangeur 
thermique. Nous avons aussi étudié le comportement du nombre de Nusselt local le long de 
l’échangeur thermique et nous avons représenté l’évolution de la température du fluide et sa vitesse 
le long de l’axe central de la cavité. Nous pouvons résumer, ci-après, les différents résultats obtenus : 
1. Le facteur de forme de la cavité n’a pratiquement aucun effet sur la solution 
2. La dimension de l’échangeur de chaleur à un effet notable sur la convection naturelle dans la 
cavité qui atteint son maximum autour de la valeur 𝜀 ≈ 0.7 − 0.8 pour les deux matériaux. 
Cependant la température moyenne de la cavité diminue avec l’augmentation de 
l’échangeur thermique. 
3. Le nombre de Rayleigh à un effet notable sur la convection naturelle. Cet effet est significatif 
pour des valeurs de 𝑅𝑎 >  104. Pour 𝑅𝑎 ≤  104 le transfert de chaleur est dominé par la 
conduction. La température moyenne de la cavité augmente avec le nombre de Rayleigh 
même si le transfert et chaleur est plus important. D’autres parts on remarquera aussi que la 
convection naturelle est plus importante pour les oxydes que pour les semi-conducteurs. 
4. Nous avons mis en évidence l’importance de la convection naturelle pour les oxydes à haut 
nombre de Prandtl ainsi que la complexité de l’écoulement du fluide pour les semi-
conducteurs et pour 𝜀 = 1.0. nous avons aussi montré que, pour 𝜀 = 0.4, l’effet de 𝑃𝑟, sur le 
transfert de chaleur, est important aux basses valeurs et comporte un palier à partir de 
𝑃𝑟 > 3.0. 
5. L’étude des courbes de l’évolution de la vitesse du fluide le long de l’axe de symétrie nous a 
permis de mettre en exergue la complexité de l’écoulement du fluide dans la cavité ainsi que 
l’importance de la dimension de l’échangeur thermique. 
6. L’examen du comportement du nombre Nusselt local le long de l’échangeur thermique  
montre que le transfert de chaleur est minimum au centre de la cavité, à cause de l’existence 
d’un point de stagnation du fluide, par contre le transfert de chaleur est maximum au bord 
de l’échangeur de chaleur à cause de forts gradients de température.  
7. La convection naturelle ainsi que la dimension de l’échangeur de chaleur augmentent le 
transfert de chaleur. 
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Chapitre 5 Conclusions et Perspectives 
L’objectif principal de la première partie de cette thèse est d’étudier numériquement le phénomène 
de la convection naturelle dans un métal liquide contenu dans une cavité cylindrique représentant le 
creuset d’un four de type HEM. Nous nous sommes intéressés aux effets du facteur de forme de la 
cavité, de la dimension de l’échangeur thermique et des propriétés thermophysiques du matériau 
exprimées via le nombre de Prandtl et le nombre de Rayleigh sur l’écoulement du fluide et le 
transfert de chaleur dans la cavité. Nous avons étudié particulièrement deux matériaux différents : le 
Silicium comme semi-conducteur à faible nombre de Prandtl (𝑃𝑟 = 0.013) et le Germanate de 
Bismuth (𝐵𝑖4𝐺𝑒3𝑂12 ou BGO) un oxyde à haut nombre de Prandtl (𝑃𝑟 = 20). Un code de calcul 
capable de prédire l’écoulement du fluide et le transfert de chaleur a été développé et présenté. Le 
code de calcul se base sur la technique des volumes finis et suit rigoureusement les démarches 
décrites par Patankar [117] et Versteeg et Malalasekera [118]. Le modèle mathématique adopté 
considère un fluide stationnaire, bidimensionnel, laminaire, incompressible et newtonien satisfaisant 
l’approximation de Boussinesq. 
Après avoir été validé, le code de calcul a été appliqué à la cavité spécifique considérée. Les résultats 
obtenus ont été exposés à travers la topologie des isothermes, des lignes de courant et des champs 
de vitesse radiale et longitudinale. Nous avons aussi représenté les effets du facteur de forme, de la 
dimension de l’échangeur de chaleur, du nombre de Rayleigh et du nombre de Prandtl sur 
l’écoulement du fluide et le transfert de chaleur au niveau de l’échangeur thermique. Nous avons 
aussi étudié le comportement du nombre de Nusselt local le long de l’échangeur thermique et nous 
avons représenté l’évolution de la température du fluide et sa vitesse le long de l’axe central de la 
cavité. Les résultats présentés mettent en évidence que, dans les proportions étudiées, le facteur de 
forme de la cavité n’a pratiquement aucun effet sur la solution. L’échangeur de chaleur, par contre, à 
un effet notable sur la convection naturelle qui atteint son maximum autour de la valeur 𝜀 ≈ 0.7 −
0.8 pour les deux matériaux. La température moyenne de la cavité diminue avec l’augmentation de 
l’échangeur thermique. Le nombre de Rayleigh à un effet notable sur la convection naturelle. Cet 
effet est significatif pour des valeurs de 𝑅𝑎 >  104. Pour 𝑅𝑎 ≤  104 le transfert de chaleur est 
dominé par la conduction. La température moyenne de la cavité augmente avec le nombre de 
Rayleigh même si le transfert et chaleur est plus important. Nous avons aussi mis en évidence 
l’importance de la convection naturelle pour les oxydes, à haut nombre de Prandtl, ainsi que la 
complexité de l’écoulement du fluide pour les semi-conducteurs et pour 𝜀 = 1.0. Nous avons aussi 
montré que, pour 𝜀 = 0.4, l’effet du nombre de Prandtl, sur le transfert de chaleur, est important 
aux basses valeurs et comporte un palier à partir de 𝑃𝑟 > 3.0. d’autres parts L’étude des courbes de 
l’évolution de la vitesse du fluide le long de l’axe de symétrie nous a permis de mettre en exergue la 
complexité de l’écoulement du fluide dans la cavité ainsi que l’importance de la dimension de 
l’échangeur thermique. L’examen du comportement du nombre de Nusselt local, le long de 
l’échangeur thermique, montre que le transfert de chaleur est minimum au centre de la cavité, à 
cause de l’existence d’un point de stagnation du fluide, par contre le transfert de chaleur est 
maximum au bord de l’échangeur de chaleur à cause de forts gradients de température. 
140 
 
Tous ces résultats montrent clairement l’importance de la convection naturelle sur l’écoulement du 
fluide et le transfert de chaleur de la cavité en fonction des paramètres spécifiques de la cavité et de 
la nature du fluide métallique étudié. Ainsi toute étude de la croissance cristalline, dans ce genre de 
cavité doit, impérativement, prendre en charge l’effet de la convection naturelle. D’autre part, les 
résultats obtenus dans cette première partie peuvent constituer un excellent cas test (Benchmark) 
pour la simulation de la convection naturelle dans des cavités cylindriques. 
De nombreuses perspectives de ce travail sont possibles, en effet des extensions du code de calcul 
peuvent être envisagées pour tenir compte des propriétés thermophysiques variables du fluide, du 
caractère instationnaire des phénomènes physiques présents, de la diffusion massique, de la 
convection Marangoni, du changement de phase pour tenir compte de la solidification ou la 
croissance cristalline, de la turbulence et du transfert radiatif. Bien sûr une extension 3D peut aussi 
être envisagée. 
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Deuxième partie 
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Chapitre 6 Etude paramétrique de la croissance 
cristalline dans un four de type HEM 
6.1 Introduction  
Dans la première partie de cette thèse nous nous sommes intéressés à l’étude, paramétrique, de la 
convection naturelle dans une cavité de type HEM. Nous avons ainsi montré l’importance de la 
convection naturelle sur la structure de l’écoulement du fluide et le transfert de chaleur de la cavité 
en fonction des paramètres spécifiques de la cavité et de la nature du fluide métallique étudié. Dans 
cette deuxième partie nous allons modéliser et simuler la croissance cristalline dans un four de type 
HEM. Ainsi en plus du phénomène de convection naturelle nous aborderons le problème du 
changement de phase et du suivi du front de solidification. Cette simulation se fera à l’aide du code 
ANSYS Fluent. 
Les phénomènes physiques intervenants dans une croissance cristalline sont divers, complexes et 
souvent couplés. Cette complexité est souvent réduite en procédant à de nombreuses 
simplifications. Dans la présente étude nous nous limiterons à suivre l’interface de solidification en 
considérant l’interaction du bain avec le milieu environnant à travers des conditions aux limites 
simples de type Dirichlet.  
Nous commencerons d’abords par exposer la technique numérique enthalpie/porosité ou méthode 
source de résolution du problème de changement de phase diffusion/convection; nous validerons, 
ensuite, le code ANSYS Fluent par rapport au problème de la solidification/fusion; enfin nous 
présenterons les résultats de suivis de front de solidification appliqué à notre problème.  
6.2 La méthode enthalpie/porosité ou méthode du terme source 
Nous avons représenté, sur la fig. 90-(a), le four HEM constitué d’un creuset contenant la charge 
soumise à une résistance chauffante. Le creuset est soutenu par un support tubulaire permettant la 
circulation d’Hélium et faisant office d’échangeur thermique permettant l’extraction de la chaleur.  
La fig. 89-(b) représente le domaine d’étude auquel se limite le présent travail constitué par le 
matériau en changement de phase et les frontières du creuset. La cavité a une hauteur 𝐻 et un rayon 
𝑅. 𝑅𝑐 est le rayon de l’échangeur thermique.  
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(a) (b) 
Figure 89 : four HEM et domaine d’étude 
(a) Four HEM 
(b) Domaine d’étude 
 
Il s’agira, ici, de résoudre le problème de convection/diffusion avec changement de phase qui a lieu 
lors de la solidification d’une charge de matériau complètement fusionnée.  
Pour poser notre modèle nous utiliserons les hypothèses simplificatrices suivantes : 
1. Nous considérerons uniquement des matériaux purs : l’interface de solidification correspond 
alors à l’isotherme de solidification.  
2. L’écoulement du fluide est laminaire et satisfait l’approximation de Boussinesq 
3. Le matériau est considéré opaque : on néglige alors les transferts de chaleur radiatifs 
4. Le fluide est considéré incompressible et Newtonien  
5. L’écoulement du fluide est bidimensionnel à cause de la configuration cylindrique 
6. La dissipation visqueuse est négligée 
7. Les propriétés thermophysiques du fluide sont considérées constantes 
8. Les gradients de tension superficielle, induisant l’effet Marangoni, sont négligeables 
Dans la méthode enthalpie/porosité ou méthode du terme source les équations de conservation de 
la quantité de mouvement (‎3-2) et (‎3-4) sont réécrites en rajoutant des termes sources comme suit : 
𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑧
= −
1
𝜌
𝜕𝑝
𝜕𝑟
+ 𝜈 [
𝜕
𝜕𝑟
(
1
𝑟
𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑢
𝜕𝑧2
] + 𝑆𝑢                                   (6-1) 
𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= −
1
𝜌
𝜕𝑝
𝜕𝑧
+ 𝜈 [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑣
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑣
𝜕𝑧2
] + 𝛽𝑔(𝑇 − 𝑇𝐹) + 𝑆𝑣                        (6-2) 
Nous expliquerons plus loin le choix approprié des termes sources  𝑆𝑢 et 𝑆𝑣 . 
L’équation de l’énergie (‎3-4) est réécrite en fonction de l’enthalpie du système définie comme étant 
la somme de l’enthalpie sensible ℎ et de la chaleur latente ∆𝐻 : 
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𝐻 = ℎ + ∆𝐻                                                                      (6-3) 
L’enthalpie sensible est la quantité de chaleur qui est échangée entre plusieurs corps formant un 
système isolé, elle s’exprime en fonction de la capacité thermique massique à pression constante 
𝐶𝑝 comme suit : 
ℎ = ℎ𝑟𝑒𝑓 + ∫ 𝐶𝑝𝑑𝑇
𝑇
𝑇𝑟𝑒𝑓
                                                                (6-4) 
La chaleur latente ∆𝐻 exprime la variation d’enthalpie correspondant au changement de phase elle 
s’exprime en fonction de la température comme suit : 
 ∆𝐻 = {
𝐶𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠 𝑝𝑢𝑟𝑠 𝑇 = 𝑇𝑓
𝑓(𝑇) 𝑐𝑜𝑟𝑝𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é𝑠 𝑇𝑠 ≤ 𝑇𝑓 ≤ 𝑇𝑙
                                               (6-5) 
Une forme quelconque de 𝑓(𝑇) peut être choisie pour représenter la variation de  ∆𝐻. En suivant 
Voller et Prakash [111] on peut relier 𝑓(𝑇) directement à la fraction solide : 
  Pour un corps pur on posera : 
  ∆𝐻 = 𝑓(𝑇) = {
𝐿,                    𝑇 > 𝑇𝑓
0,                    𝑇 < 𝑇𝑓
                                                         (6-6) 
  Pour un corps composé on posera : 
∆𝐻 = 𝑓(𝑇) = {
𝐿,                     𝑇 ≥ 𝑇𝑙  
𝐿𝑓𝑙(𝑇)              𝑇𝑙 >  𝑇 ≥ 𝑇𝑠
0,                    𝑇 < 𝑇𝑠
                                                (6-7) 
Ou 𝑓𝑙(𝑇) est la fraction liquide locale, 𝑇𝑙 la température liquidus et 𝑇𝑠 la température solidus du 
matériau considéré. La fraction liquide peut être définie comme suit : 
𝑓𝑙(𝑇) = {
1,                 𝑇 > 𝑇𝑙    
𝑇−𝑇𝑠
𝑇𝑙−𝑇𝑠
,             𝑇𝑠 < 𝑇 < 𝑇𝑙
0,                 𝑇 < 𝑇𝑠
                                                     (6-8) 
Pour les corps purs le changement de phase s’effectue à une température déterminée; les domaines 
liquide et solide en présence sont alors limités par une interface à la température de 
fusion/solidification (voir figure 90-(a)). Pour les corps composés le changement de phase s’étale sur 
une zone de température, cette zone est dénommée zone pâteuse (voir figure 90-(b)).  
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(a) (b) 
Figure 90 : courbe de solidification  
(a) solidification d’un corps pur 
(b) solidification d’un corps composé 
L’équation de la conservation de l’énergie s’écrit en fonction de l’enthalpie du système 𝐻 comme suit  
[118] : 
𝜕(𝜌𝐻)
𝜕𝑡
+ 𝜌𝑢
𝜕𝐻
𝜕𝑟
+ 𝜌𝑣
𝜕𝐻
𝜕𝑧
= 𝑘 [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑇
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑇
𝜕𝑧2
]                                                (6-9) 
En portant l’équation (6-3) dans l’équation (6-9) on obtient : 
𝜕(𝜌ℎ)
𝜕𝑡
+ 𝜌𝑢
𝜕ℎ
𝜕𝑟
+ 𝜌𝑣
𝜕ℎ
𝜕𝑧
= 𝑘 [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑇
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑇
𝜕𝑧2
] −
𝜕(𝜌∆𝐻)
𝜕𝑡
− 𝛻(𝜌𝑢∆𝐻)                            (6-10) 
Pour un fluide incompressible le dernier terme de l’équation (6-10) s’annule et l’équation de 
conservation de l’enthalpie s’écrit en tenant compte de l’éq. (6-7) : 
𝜕(𝜌ℎ)
𝜕𝑡
+ 𝜌𝑢
𝜕ℎ
𝜕𝑟
+ 𝜌𝑣
𝜕ℎ
𝜕𝑧
= 𝑘 [
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑇
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑇
𝜕𝑧2
] − 𝜌𝐿
𝜕(𝑓𝑙)
𝜕𝑡
                                   (6-11) 
Pour un corps pur avec des propriétés thermophysiques constantes l’éq.  (6-11) s’écrit : 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑣
= 𝜅 (
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝑇
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑇
𝜕𝑧2
) −
𝐿
𝐶𝑃
𝜕𝑓𝑙
𝜕𝑡
                                           (6-12) 
Dans les techniques du maillage fixe la difficulté réside dans la prise en charge du transfert de 
chaleur et de masse à proximité de la zone de changement de phase. En effet à un instant donné 𝑡, 
au cours de la solidification, le domaine de calcul est soit à l’état liquide soit à l’état solide soit en 
cours de changement de phase. Dans la partie liquide les phénomènes de convection sont 
importants, comme nous l’avons montré dans la première partie, et doivent donc être pris en 
considération à travers l’équation de conservation de la quantité de mouvement. Dans la phase 
solide les vitesses sont nulles et les équations de conservation de la quantité de mouvement ne sont 
pas résolues. La zone en cours de changement de phase est considérée comme un milieu poreux 
régit par la loi de Darcy [126]: 
?⃗⃗? = −(𝐾 𝜇⁄ )?⃗?𝑃                                                                    (6-13) 
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Ou 𝐾 est la perméabilité. Le milieu poreux est caractérisé par une porosité 𝜆 = 1  dans la phase 
liquide, 𝜆 = 0 dans la phase solide et 0 < 𝜆 < 1 dans la zone pâteuse. Les équations de conservation 
de la quantité de mouvements sont alors réécrites  en fonction d’une nouvelle vitesse définie comme 
suit : 
?⃗⃗? = 𝜆?⃗⃗?𝑙                                                                       (6-14) 
Ou ?⃗⃗?𝑙  est la vitesse du fluide. En identifiant la porosité à la fraction liquide on peut réécrire de 
manière générale la vitesse comme suit : 
?⃗⃗? = {
?⃗⃗?𝑙 ,              𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙𝑎 𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒 𝑙𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑒
𝐹𝑙 ?⃗⃗?𝑙,          𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙𝑎 𝑧𝑜𝑛𝑒 𝑝𝑎𝑡𝑒𝑢𝑠𝑒
0,              𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑙𝑎 𝑝ℎ𝑎𝑠𝑒 𝑠𝑜𝑙𝑖𝑑𝑒
                                                (6-15) 
Nous pouvons maintenant définir les termes source 𝑆𝑢 et 𝑆𝑣 qui sont écris comme suit : 
𝑆𝑢 = −𝐴𝑢  et  𝑆𝑣 = −𝐴𝑣 
La constante 𝐴 est choisie de telle sorte que : 
 Dans la phase liquide la fraction liquide 𝐹𝑙 = 1 et 𝐴 = 0 les termes sources s’annulent dans 
les équations de la conservation de la quantité de mouvement (6-1)-(6-2) 
 Dans la phase solide la fraction liquide 𝐹𝑙 = 0 et le terme source domine totalement tous les 
autres termes de l’équation et annule la vitesse  ?⃗⃗? : les équations de la conservation de la 
quantité de mouvement ne sont pas résolues. 
 Dans la zone pâteuse la valeur de la constante 𝐴 augmente de telle sorte que le terme source 
domine progressivement les autres termes de l’équation de conservation de la quantité de 
mouvement qui est réduite à l’équation de Darcy (6-12). 
Pour choisir une forme de la constante 𝐴 qui puisse vérifier les conditions citées précédemment on 
peut s’inspirer de l’équation de Carman-Koseny [126] reliant la perméabilité à la porosité et qui 
s’écrit : 
𝐾 = 𝐶
𝜆3
(1−𝜆)2
                                                                          (6-16) 
Ou 𝐶 est une constante. On posera alors : 
𝐴 = 𝐵
(1−𝜆)2
(𝜆3+𝜖)
                                                                           (6-17) 
Ou 𝐵 est une constante caractérisant la zone pâteuse ; généralement on pose 𝐵 ≈ 104 et 𝜖 une 
constante infinitésimale 𝜖 ≈ 10−3 pour prévenir un quotient nul.  
L’équation de conservation de la masse s’écrit : 
1
𝑟
𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑟
+
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= 0                                                                        (6-18) 
L’ensemble des équations (6-1),(6-2), (6-12) et (6-18) définissent complétement notre problème et 
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peuvent être discrétisés par la même technique des volumes finis exposée dans la première partie. 
6.3 Validation du code ANSYS Fluent 
6.3.1 Fusion du Gallium dans une cavité carrée en présence de convection 
Il s’agit de la fusion d’un matériau pur, le Gallium, dans une cavité carrée (4.8𝑋4.8 𝑐𝑚), voir 
Teskeredžić et al. [127], le matériau est maintenue à une température initiale 𝑇𝑖 = 24.98 °𝐶, en deçà 
de la température de fusion 𝑇𝑓 = 29.78 °𝐶, au temps 𝑡 = 0, on porte la température de la paroi 
gauche à une température chaude 𝑇𝐻 = 39.78 °𝐶, un front de fusion est initiée et se propage le long 
de la cavité voir fig. 91. Les parois horizontales sont considérées adiabatiques. Le système 
d’équations (6-1),(6-2),(6-12) et (6-18) est réécrit en coordonnées cartésiennes et le code ANSYS 
Fluent est utilisé. Les Propriétés thermophysiques du Gallium, utilisées, ainsi que les conditions 
opératoires du code ANSYS Fluent sont résumées sur les tab. 6 et 7. 
 
 
 
Figure 91 : domaine d’étude et conditions aux limites  
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Densité (𝑘𝑔.𝑚−3) 𝜌 6096  Nombre de Stefan 𝑆𝑡𝑒 7.0410−2 
Viscosité (𝑃𝑎. 𝑠) 𝜇 1.81 10−3  Nombre de Rayleigh 𝑅𝑎 4.81 105 
Conductivité thermique (𝑊.𝑚−1. 𝐾−1) 𝑘 32  Nombre de Prandtl 𝑃𝑟 0.022 
Chaleur spécifique (𝐽. 𝑘𝑔−1. 𝐾−1) 𝐶𝑝 381.5  Température initiale (°𝐶) 𝑇𝑖𝑛 24.98  
Coefficient  d'expansion thermique (𝐾−1) 𝛽 1.2 10−4  Température chaude (°𝐶) 𝑇𝐻  39.78  
Chaleur latente (𝐽. 𝑘𝑔−1) 𝐿𝑓 80160  Température froide (°𝐶) 𝑇𝐶  24.98  
Hauteur de la cavité (𝑚) 𝐻 4.8 10−2  Température de fusion (°𝐶) 𝑇𝑓  29.78  
Largeur de la cavité (𝑚) 𝐿 4.8 10−2     
 
Tableau 6 : Propriétés thermophysiques du Gallium 
 
Maillage : 60𝑋60 
Schéma de discrétisation 
Energie et équation du moment  : first order upwind 
Pression  : PRESTO ! 
Couplage pression vitesse   Piso 
Résidus 
Energie : 10−6 
Equations de continuité et du 
moment 
: 10−4 
𝐴𝑚𝑢𝑠ℎ  : 10
11 
Tableau 7 : conditions opératoires du code ANSYS Fluent utilisées 
 
Sur le tab. 8 nous avons résumé l’étude de la dépendance de notre solution en fonction du pas 
spatiale du maillage considéré.  Sur la première colonne nous avons représenté le maillage adopté, la 
deuxième colonne représente le pas spatial correspondant et pour deux temps différents 𝑡 = 3 et 
𝑡 = 10 𝑚𝑖𝑛, nous avons rapporté les valeurs du maximum des vitesses, la température au milieu de 
la cavité ainsi que la fraction liquide moyenne. Nous calculons la différence moyenne entre le 
passage d’un maillage à un autre. Ainsi on remarque, qu’au deux temps choisis, le passage du 
maillage 30𝑋30 au maillage 60𝑋60 altère peu la solution, nous opterons donc pour ce dernier 
maillage. 
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maillage ℎ (10−3) 𝑢𝑚𝑎𝑥 𝑣𝑚𝑎𝑥  𝑇𝑚𝑖𝑑  𝑓𝑙
𝑚𝑜𝑦
 
3 min 
10X10 4.8 0.0041 0.0072 302.26 0.379 
  69% 55% 0.05% 1% 
30X30 1.6 0.0133 0.0161 302.09 0.383 
  3.6% 1.23% 0.04% 1.56% 
60X60 0.8 0.0138 0.0163 302.23 0.377 
10 min 
10X10 4.8 0.0088 0.0099 307.65 0.787 
  34% 33.56% 21.18% 2.29% 
30X30 1.6 0.0135 0.0149 306.85 0.769 
  3.5% 0.66% 0.12% 2.73% 
60X60 0.8 0.014 0.015 306.48 0.748 
 
Tableau 8 : Etude de la dépendance spatiale de la solution 
Avec 
ℎ Pas spatial correspondant au maillage choisi 
𝑢𝑚𝑎𝑥  Vitesse horizontale maximale 
𝑣𝑚𝑎𝑥  Vitesse verticale maximale 
𝑇𝑚𝑖𝑑  Température au milieu de la cavité 
𝑓𝑙
𝑚𝑜𝑦
 Fraction liquide moyenne 
 
Sur la fig. 92 nous avons comparé les résultats de ANSYS Fluent par rapport aux résultats 
expérimentaux et aux résultats de simulation de Teskeredžić [127] pour les deux temps considérés. 
Les comparaisons sont effectuées pour trois sections différentes  𝑦∗ =
𝑦
𝐻⁄ = 0.133, 0.500 𝑒𝑡 0.867 
et représentées en fonction de 𝑥∗ = 𝑥/𝐿, avec 𝑇∗ =
(𝑇−𝑇𝑓)
(𝑇𝐻−𝑇𝐶)
. Ces résultats montrent un bon accords 
avec les résultats expérimentaux au temps 𝑡 = 10 𝑚𝑖𝑛. A 𝑡 = 3 𝑚𝑖𝑛 une différence notable avec les 
résultats expérimentaux est enregistrée pour la section 
𝑦∗
𝐻⁄ = 0.867 aussi bien pour les résultats 
de ANSYS Fluent que pour ceux de Teskeredžić. Cette différence est imputée, par Teskeredžić [127], 
au choix de l’approximation de Boussinesq qui ne rend pas réellement compte de l’importance de la 
convection naturelle au début du processus de fusion et dans la partie haute de la cavité comme 
nous le verrons dans l’exemple de validation suivant. Pour les autres sections nous remarquons que 
qualitativement les résultats de ANSYS Fluent sont proches des résultats expérimentaux. A 
𝑡 = 10 𝑚𝑖𝑛, et lorsque le régime convectif est établit les résultats de ANSYS Fluent sont, 
qualitativement, en accord avec les résultats expérimentaux. 
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𝑡 = 3 𝑚𝑖𝑛 𝑡 = 10 𝑚𝑖𝑛 
Figure 92 : résultats comparatifs 
6.3.2 Fusion de l’Etain dans une cavité carrée en présence de convection 
Il s’agit du problème classique de la fusion d’un matériau pur initialement à la température de fusion 
dans une cavité [128]. Ce problème a constitué un exercice test standard (benchmark) pour la 
simulation de la convection naturelle dans une cavité auquel ont participé une dizaine de  
laboratoires  [129]. La fig. 93 représente le domaine géométrique et les conditions aux limites du 
problème considéré. A l’instant initial la cavité est remplie d’étain maintenu à l’état solide mais porté 
à une température légèrement en dessous de la température de fusion. La paroi vertical gauche est 
portée à une température supérieure à la température de fusion (𝑇1 > 𝑇𝑓), tout en maintenant 
l’autre paroi verticale à la température initiale. Les autres parois sont adiabatiques. Au cours du 
temps un front de fusion se déplace de la paroi gauche vers la paroi droite. 
 
Figure 93 : domaine géométrique et conditions aux limites 
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Les caractéristiques du matériau considéré (étain) et les conditions opératoires sont résumés dans le 
tab. 9. 
Conductivité thermique (W.m−1. K−1) 𝜆 =  60  
Chaleur spécifique  (J. kg−1. K−1) 𝐶𝑃  =  200 
Densité (kg.m−3) 𝜌 =  7500   
Viscosité (m2. s−1) 𝜈 =  8. 10−7 
Coefficient d'expansion (K−1) 𝛽 =  8 3⁄ . 10
−4  
Dimensions de la cavité (m) 𝐻 =  𝐿 =  0.1   
Gradient de température(°C) 𝛥𝑇 =  3 
Gravité  (m. s−2) 𝐺 =  10 (𝑜𝑢 1) 
Température de fusion  (°C) 𝑇𝑓 =  232  
Chaleur latente (J. kg−1) 𝐿𝑓 =  6. 10
4 
Nombre de Rayleigh  
𝑅𝑎 =  2.5. 105 𝑠𝑖   𝐺 = 10 
𝑅𝑎 = 2.5. 104  𝑠𝑖   𝐺 = 1 
Nombre de Prandtl 𝑃𝑟 =  0.02 
Nombre de Stefan 𝑆𝑡𝑒 =  0.01 
 
Tableau 9 : Propriétés thermophysiques de l’Etain et conditions opératoires utilisées 
 
Le temps caractéristique adimensionné considéré est 𝜏 = 𝑆𝑡𝑒𝐹𝑜 où 𝐹𝑜 est le nombre adimensionnel 
de Fourier 𝐹𝑜 =  𝑡𝜅/𝐻2. 
Nous avons mené une étude détaillée de la dépendance spatiale de la solution, à différents temps de 
calcul, que nous avons résumée sur le tab. 10. Il ressort de cette étude qu’un maillage de 80𝑋80 est 
suffisant pour mener notre étude. 
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maillage ℎ (10−3) 𝑢𝑚𝑎𝑥  𝑣𝑚𝑎𝑥  𝜓𝑚𝑎𝑥  𝑓𝑙
𝑚𝑜𝑦
 
Temps de calcul                                                                    100 
40x40 2.5 0.00308 0.00497 0.187 0.0905 
  6% 17% 13% 2% 
80x80 1.25 0.00291 0.00602 0.163 0.0889 
  12% 4% 10% 1% 
120x120 0.83 0.00255 0.00625 0.148 0.0880 
Temps de calcul                                                                    250  
40x40 2.5 0.0058 0.0117 0.531 0.151 
  3% 11% 12  % 4% 
80x80 1.25 0.0056 0.0131 0.467 0.145 
  6% 10% 6% 2% 
120x120 0.83 0.0060 0.0145 0.499 0.142 
Temps de calcul                                                                    1000 
40x40 2.5 0.0179 0.0150 1.54 0.364 
  12% 20% 6% 7% 
80x80 1.25 0.0157 0.0188 1.64 0.339 
  4% 7% 15% 7% 
120x120 0.83 0.0163 0.0202 1.92 0.366 
 
Tableau 10 : Etude de la dépendance spatiale de la solution 
 
En suivant Bertrand [129] nous avons représenté, sur les fig. 94 et 95, respectivement, les isothermes 
et les lignes de courant à quatre temps différents (𝜏 =  0.004, 0.01, 0.04 𝑒𝑡 0.1) pour 𝑅𝑎 = 2.5104. 
De la même manière les fig. 96 et 97 représentent les mêmes résultats pour 𝑅𝑎 = 2.5105.Le front 
de solidification est représenté en ligne discontinue. 
 
 
 

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Résultats d’O. Bertrand 
    
Résultats de ANSYS Fluent
𝜏 =  0.004 𝜏 =  0.01 𝜏 =  0.04 𝜏 =  0.1 
 
Figure 94 : Isothermes et front de fusion au 4 temps Ra=2.510
4
 (𝑔 =  1 𝑚. 𝑠−2)
 
    
Résultats d’O. Bertrand 
    
Résultats de ANSYS Fluent
𝜏 =  0.004 𝜏 =  0.01 𝜏 =  0.04 𝜏 =  0.1 
 
Figure 95 : lignes de courant et front de fusion au 4 temps  Ra=2.510
4
(𝑔 =  1 𝑚. 𝑠−2) 
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Résultats d’O. Bertrand 
    
Résultats de ANSYS Fluent 
𝜏 =  0.004 𝜏 =  0.01 𝜏 =  0.04 𝜏 =  0.1 
 
Figure 96 : Isothermes et front de fusion au 4 temps  Ra=2.510
5
(𝑔 =  10 𝑚. 𝑠−2) 
 
    
Résultats d’O. Bertrand 
    
Résultats de ANSYS Fluent
𝜏 =  0.004 𝜏 =  0.01 𝜏 =  0.04 𝜏 =  0.1 
 
Figure 97 : lignes de courant et front de fusion au 4 temps  Ra=2.510
5
(𝑔 =  10 𝑚. 𝑠−2) 
Nous pouvons remarquer que les résultats de ANSYS Fluent sont en bon accord avec ceux de 
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Bertrand. La fig. 98 résume les résultats obtenus. 
  
(a) (b) 
 
Figure 98 : Position du front de fusion au 4 temps résultats comparatifs. 
(a)   Ra=2.5104 
(b)   Ra=2.5105 
La fig. 98 résume l’effet du temps et du nombre de Rayleigh sur l’établissement de la convection 
naturelle et son impact sur la position et la forme de l’interface de fusion. Cet effet est 
particulièrement notable dans la partie haute de la cavité, comme nous l’avons suggéré 
précédemment.  
Les deux cas tests précédents valident le code ANSYS Fluent pour le problème de 
solidification/Fusion en présence de convection. Dans le paragraphe suivant nous utiliserons le code 
ANSYS Fluent pour simuler notre problème.  
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6.4 Etude paramétrique de la croissance cristalline dans un four de type HEM 
6.4.1 Introduction 
Nous présenterons dans ce paragraphe les résultats de simulations paramétriques, instationnaires et 
axisymétriques de la croissance cristalline dans un four de type HEM. La position du front de 
solidification, le calcul du champ de température dans l’ensemble cristal-bain ainsi que le champ de 
vitesse dans le bain sont calculés à l’aide du code de calcul ANSYS Fluent. Les calculs sont menés en 
fonction du facteur d’aspect de la cavité, des propriétés thermophysiques du matériau considéré 
exprimées à travers le nombre de Prandtl, le nombre de Rayleigh et le nombre de Stefan, la 
température de l’échangeur thermique et la température de surchauffe du four. Les résultats 
présentés expriment l’effet des paramètres considérés sur la forme et la vitesse de l’interface de 
solidification. 
6.4.2 Formulation mathématique du problème 
Le domaine de calcul est représenté par la fig. 89-(b). Nous avons supposé que le champ de 
température et le champ de vitesse sont axisymétriques ce qui nous a permis de nous limiter à un 
calcul bidimensionnel.  Le fluide est soumis aux hypothèses simplificatrices décrites précédemment 
et la méthode enthalpie/porosité décrite au § 6.2 est utilisée pour prendre en charge le problème du 
changement de phase. Dans l’esprit de continuité du travail accomplis dans la première partie de 
cette thèse les deux matériaux à nombres de Prandtl extrêmes ont été utilisés à savoir le Silicium, 
matériau : un semi-conducteur à très bas nombre de Prandtl (𝑃𝑟 = 0.013) et le Germanate de 
Bismuth (𝐵𝑖4𝐺𝑒3𝑂12): un oxyde à haut nombre de Prandtl (𝑃𝑟 = 20). Les équations (6-1),(6-2),(6-
12) et (6-18) décrivent complètement notre problème. Les deux matériaux ayants des nombres de 
Prandtl extrêmes nous avons décidé, contrairement à ce que nous avons adopté dans la première 
partie de cette thèse, et afin de mieux apprécier la physique de la convection naturelle lors de la 
solidification des deux matériaux, de normaliser nos équations de deux manières différentes: 
1. pour les grands nombres de Prandtl (Oxydes), 𝑃𝑟 =
𝜈
𝜅
≫ 1  ⟹  𝜈 ≫ 𝜅, nous utiliserons donc 
la viscosité cinématique comme facteur de normalisation de la vitesse et du temps. 
2. pour les faibles nombres de Prandtl (semi-conducteurs), 𝑃𝑟 =
𝜈
𝜅
≪ 1  ⟹  𝜈 ≪ 𝜅, nous 
utiliserons donc la diffusivité comme facteur de normalisation de la vitesse et du temps. 
Ainsi nous obtenons les deux systèmes d’équations adimensionnés suivants : 
L’équation de continuité pour les deux cas : 
1
𝑟
𝜕(𝑟𝑢)
𝜕𝑟
+
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= 0                                                                       (6-24) 
Les équations de conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie pour les grands nombres 
de Prandtl 𝑃𝑟 :  
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𝜕𝑢
𝜕𝜏
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑃
𝜕𝑟
+ (
𝜕
𝜕𝑟
(
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟𝑢)) +
𝜕2𝑢
𝜕𝑧2
) + 𝑆𝑢                                     (6-25) 
𝜕𝑣
𝜕𝜏
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑃
𝜕𝑧
+ (
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(
1
𝑟
𝜕𝑣
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝑣
𝜕𝑧2
) − 𝑅𝑎𝑃𝑟−1(𝜃 − 𝜃0) + 𝑆𝑣                     (6-26) 
𝜕𝜃
𝜕𝜏
+ 𝑢
𝜕𝜃
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝜃
𝜕𝑧
= 𝑃𝑟−1 (
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝜃
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝜃
𝜕𝑧2
) −
1
𝑆𝑡𝑒
𝜕𝑓𝑙
𝜕𝜏
                                       (6-27) 
Les équations de conservation de la quantité de mouvement et de l’énergie pour les bas nombres de 
Prandtl 𝑃𝑟 :  
𝜕𝑢
𝜕𝜏
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑃
𝜕𝑟
+ 𝑃𝑟 (
𝜕
𝜕𝑟
(
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟𝑢)) +
𝜕2𝑢
𝜕𝑧2
) + 𝑆𝑢                                 (6-28) 
𝜕𝑣
𝜕𝜏
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑧
= −
𝜕𝑃
𝜕𝑧
+ 𝑃𝑟 (
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(
1
𝑟
𝜕𝑣
𝜕𝑟
) +
𝜕2
𝜕𝑧2
) − 𝑅𝑎𝑃𝑟(𝜃 − 𝜃0) + 𝑆𝑣                      (6-29) 
𝜕𝜃
𝜕𝜏
+ 𝑢
𝜕𝜃
𝜕𝑟
+ 𝑣
𝜕𝜃
𝜕𝑧
=
1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟
(𝑟
𝜕𝜃
𝜕𝑟
) +
𝜕2𝜃
𝜕𝑧2
−
1
𝑆𝑡𝑒
𝜕𝑓𝑙
𝜕𝜏
                                             (6-30) 
 (𝑟, 𝑧) représentent les coordonnées spatiales normalisées par rapport au rayon de l’échangeur 
thermique 𝑅𝐶, ?⃗⃗? = (𝑢, 𝑣) est le vecteur vitesse normalisé par 𝜅/𝑅𝐶  pour les bas 𝑃𝑟 et par 𝜈/𝑅𝐶  pour 
les grands 𝑃𝑟, 𝑃 est la pression normalisée,  𝜃 est la température normalisée par la température de 
fusion, 𝜏 est le temps normalisée par 𝑅𝐶
2/𝜅 pour les bas 𝑃𝑟 et 𝑅𝐶
2/𝜈 pour les grands 𝑃𝑟 et 𝑓𝑙 est la 
fraction liquide locale. Ste est le nombre de Stefan défini dans le tab. 11 suivant. 
Les conditions aux limites de notre problème sont posées comme suit : 
 Parois adiabatiques partout sauf pour l’échangeur thermique ou : 
𝜃(𝑟, 0, 𝜏) = 𝜃𝑒𝑐ℎ,        0 ≤ 𝑟 ≤ 1
𝜃𝑒𝑐ℎ < 1                                          
                                                             (6-31) 
θech est la température normalisée de l’échangeur thermique ;  
 Vitesses du fluide nulles sur les parois 
Les conditions initiales sont posées comme suit : 
𝜃(𝑟, 𝑧, 0) = 1 + ∆𝜃𝑒𝑥,      0 ≤ 𝑟 ≤ 1                                                (6-32) 
∆𝜃𝑒𝑥 la température de surchauffe du four normalisée.  
Le tab. 11 résume les propriétés thermophysiques des deux matériaux étudiés ainsi que les valeurs 
des nombres adimensionnels 
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   Matériau 
Paramètres de croissance unités Symbole BGO Si 
Densité  (𝑘𝑔.𝑚−3)
𝜌𝑠 7120.00 2330.00 
𝜌𝑙 - 2420.00 
Capacité calorifique  (𝐽. 𝑘𝑔−1. 𝐾−1) 𝐶𝑝 280.00 1000.00 
Conductivité thermique (𝑊.𝑚−1𝐾−1) 
𝑘𝑠 1.90 22.00 
𝑘𝑙 - 64.00 
Température de fusion (𝐾) 𝑇𝑓 1325. 1683. 
Gravité  (𝑚. 𝑠−2) 𝑔 9.81 9.81 
Chaleur Latente de fusion  (𝐽. 𝑘𝑔−1) 𝐿 1.5105 1.79106 
Coefficient d’expansion thermique (𝐾−1) 𝛽 8.010−5 1.410−4 
Viscosité dynamique  (𝑘𝑔.𝑚−1. 𝑠−1) 𝜇 92.5610−3 7.0010−4 
Viscosité cinématique (𝑚2𝑠−1) 𝜈 1.3010−5 3.0010−7 
Diffusivité thermique (𝑚2𝑠−1) 𝜅 9.5310−7 2.6410−5 
Facteur de forme  𝐴 = 𝐻/𝑅 2 2 
Rayon de l’échangeur  𝜀 0.25 0.25 
Nombre de Stefan  𝑆𝑡𝑒 =
𝐶𝑃𝑇𝑓
𝐿
 2.47  0.94 
Nombre de Prandtl  𝑃𝑟 = 𝜈 𝜅⁄  13.6 0.011 
Nombre de Rayleigh  

 3. Cm RgTRa   104 − 107 104 − 107 
Température de surchauffe  (°𝐶) Δ𝜃𝑒𝑥  0.01 −  0.28 0.163 
Température de l’échangeur 
thermique 
(°𝐶) Δ𝜃𝑒𝑐ℎ  0.− 0.6 0.163 
Paramètre de normalisation 
temporel 
(𝑠) 𝑡∗ 𝑅𝐶
2 /𝜈 𝑅𝐶
2 /𝜅 
Paramètre de normalisation de la 
vitesse 
(𝑚. 𝑠−1) 𝑢∗ 𝜈/𝑅𝐶  𝜅/𝑅𝐶  
Tableau 11 : paramètres de croissance et nombres adimensionnels 
Nous pouvons remarquer dans le tableau précédent, d’après les valeurs thermophysiques des deux 
matériaux auxquelles nous avons eu accès à travers la littérature, une différence entre les nombres 
de Prandtl utilisés dans la première partie de cette thèse qui sont issus directement des références 
[123] et [124] pour le Silicium et [125] pour BGO et les valeurs calculées dans ce tableau et utilisées 
dans cette deuxième partie. Nous voulons soulever, ici, un des problèmes fondamentaux auxquels 
sont confrontés les chercheurs qui travaillent sur la simulation numérique des phénomènes 
physiques. En effet il est très difficile de trouver dans la littérature des données thermophysiques 
concordantes. L’idéal sera de pouvoir mesurer soi-même les propriétés thermophysiques des 
matériaux étudiés. De toutes les manières notre étude est paramétrique, qualitative et 
adimensionnel et peut s’appliquer à tous les matériaux dont les propriétés sont proches des valeurs 
choisies sans pour autant porter préjudice aux résultats obtenus.  
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6.4.3 Simulation numérique 
Afin de résoudre notre problème nous avons utilisé le code de calcul ANSYS Fluent avec les 
paramètres suivants : 
Solveur instationnaire et axisymétrique  : “Segregated solver ” 
Discrétisation spatiale  : “First order upwind” 
Discrétisation temporelle  : “First order implicit” 
Schéma d’interpolation de la pression   : “PRESTO!” 
Le couplage pression vitesse   : “PISO” 
 
La convergence de la solution est contrôlée par les résidus des équations de conservation comme 
suit : 
Equation de continuité  :  10−3 
Equation du mouvement   : 10−5 
Equation de l’énergie   : 10−7 
 
Pour résoudre nos équations adimensionnelles par le code ANSYS Fluent qui est un code qui résout 
des équations dimensionnelles réelles nous devons faire la correspondance suivante entre les valeurs 
thermophysiques des matériaux considérés : 
Pour les grands 𝑃𝑟 il faut faire la correspondance suivante : 
 𝑘 = 𝜌 = 1 
 𝐶𝑃 = 𝑃𝑟 
 𝛽 = 𝑅𝑎 
 𝑔 = 𝑃𝑟−1 
 𝐿 = 1 𝑆𝑡𝑒⁄  
Pour les bas 𝑃𝑟 il faut faire la correspondance suivante : 
 𝑘 = 𝜌 = 𝐶𝑃 = 1 
 𝜇 = 𝜈 = 𝑃𝑟 
 𝛽 = 𝑅𝑎 
 𝑔 = 𝑃𝑟 
 𝐿 = 1 𝑆𝑡𝑒⁄  
Une étude, détaillée, de dépendance de la solution par rapport au maillage et au pas de temps, pour 
les deux matériaux, a été menée et est résumée dans les tab. 12-15 pour le BGO et 16-19 pour le 
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Silicium, pour la dépendance spatiale et les tab. 20 et 21 pour la dépendance temporelle. Pour cette 
dernière nous n’avons rapporté que l’étude faite sur le BGO, l’étude faite sur le Silicium donnant des 
résultats identiques. 
maillage Pas spatial h Fraction Liquide Température moyenne 𝛹𝑚𝑎𝑥  𝑢𝑚𝑎𝑥  𝑣𝑚𝑎𝑥  
500 pas de temps 
     
20X40 0.05000 0.642 0.968 0.215 0.075 0.144 
  
0.5% 0.2% 0.4% 3% 4% 
32X64 0.03125 0.639 0.966 0.214 0.078 0.151 
  
0.3% 0.1% 0.9% 2% 0.5% 
44X88 0.02500 0.637 0.965 0.212 0.079 0.152 
 
Tableau 12 : étude de l’effet du pas spatial sur la solution. BGO, Ra=10
5
, 𝛥𝜏 = 0.092  
 
maillage Pas spatial h Fraction Liquide Température moyenne 𝛹𝑚𝑎𝑥  𝑢𝑚𝑎𝑥  𝑣𝑚𝑎𝑥  
1000 pas de temps 
     
20X40 0.05000 0.469 0.947 0.108 0.0359 0.077 
  
0.8% 0.3% 1% 1.5% 0.4% 
32X64 0.03125 0.465 0.944 0.107 0.0364 0.077 
  
0.4% 0.1% 1.4% 0.2% 2% 
44X88 0.02500 0.463 0.943 0.107 0.0365 0.078 
 
Tableau 13 : étude de l’effet du pas spatial sur la solution. BGO, Ra=10
5
,𝛥𝜏 = 0.092  
 
 
maillage Pas spatial h Fraction Liquide Température moyenne 𝛹𝑚𝑎𝑥  𝑢𝑚𝑎𝑥 𝑣𝑚𝑎𝑥 
500 pas de temps 
     
20X40 0.05000 0.652 0.968 0.814 0.279 0.765 
  
1% 0.2% 14% 2% 21% 
32X64 0.03125 0.645 0.966 0.703 0.275 0.971 
  
0.5% 0.1% 2% 6% 13% 
44X88 0.02500 0.642 0.965 0.719 0.292 1.117 
 
Tableau 14 : étude de l’effet du pas spatial sur la solution. BGO, Ra=10
7, 𝛥𝜏 = 0.092 
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 maillage Pas spatial h Fraction Liquide Température moyenne 𝛹𝑚𝑎𝑥  𝑢𝑚𝑎𝑥 𝑣𝑚𝑎𝑥 
1000 pas de temps 
     
20X40 0.05000 0.479 0.947 0.451 0.165 0.447 
  
1.9% 0.3% 8% 8% 22% 
32X64 0.03125 0.470 0.944 0.416 0.152 0.571 
  
0.6% 0.1% 6% 4% 8% 
44X88 0.02500 0.467 0.943 0.389 0.146 0.621 
 
Tableau 15 : étude de l’effet du pas spatial sur la solution. BGO, Ra=10
7, 𝛥𝜏 = 0.092 
 
 
maillage Pas spatial h Fraction Liquide 
Température 
moyenne 
𝛹𝑚𝑎𝑥  𝑢𝑚𝑎𝑥  𝑣𝑚𝑎𝑥  
500 pas de temps 
     
20X40 0,05000 0.663 0.966 1.408 0.598 0.773 
  
1.5% 0.2% 6% 18% 11% 
32X64 0,03125 0.653 0.964 1.498 0.732 0.870 
  
0.6% 0.2% 4% 10% 6% 
44X88 0,02500 0.649 0.962 1.561 0.811 0.926 
 
Tableau 16 : étude de l’effet du pas spatial sur la solution. Silicium, Ra=10
5
 ,𝛥𝜏 = 0.092 
 
 
 
maillage Pas spatial h Fraction Liquide 
Température 
moyenne 
𝛹𝑚𝑎𝑥  𝑢𝑚𝑎𝑥  𝑣𝑚𝑎𝑥  
1000 pas de temps 
     
20X40 0,05000 0.390 0.908 0.0825 0.0283 0.0533 
  
4% 0.7% 17% 13% 15% 
32X64 0,03125 0.376 0.902 0.0681 0.0245 0.0454 
  
2% 0.3% 0.7% 0.4% 4% 
44X88 0,02500 0.369 0.899 0.0686 0.0244 0.0474 
 
Tableau 17 : étude de l’effet du pas spatial sur la solution. Silicium, Ra=10
5
, 𝛥𝜏 = 0.092 
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maillage Pas spatial h Fraction Liquide 
Température 
moyenne 
𝛹𝑚𝑎𝑥  𝑢𝑚𝑎𝑥  𝑣𝑚𝑎𝑥  
500 pas de temps 
     
20X40 0,05000 0.663 0.964 3.067 1.08 2.39 
  
1.4% 0.3% 13% 30% 34% 
32X64 0,03125 0.654 0.961 3.525 1.55 3.65 
  
0.6% 0.1% 0.03% 2% 8% 
44X88 0,02500 0.650 0.960 3.526 1.58 3.97 
 
Tableau 18 : étude de l’effet du pas spatial sur la solution. Silicium, Ra=10
7
,𝛥𝜏 = 0.092 
 
 
 
maillage Pas spatial h Fraction Liquide 
Température 
moyenne 
𝛹𝑚𝑎𝑥  𝑢𝑚𝑎𝑥  𝑣𝑚𝑎𝑥  
1000 pas de temps 
     
20X40 0,05000 0.385 0.907 0.144 0.042 0.008 
  
3.6% 0.7% 46% 62% 96% 
32X64 0,03125 0.371 0.901 0.268 0.112 0.250 
  
1.6% 0.3% 22% 29% 3% 
44X88 0,02500 0.365 0.898 0.345 0.157 0.257 
 
Tableau 19 : étude de l’effet du pas spatial sur la solution. Silicium, Ra=10
7
 , 𝛥𝜏 = 0.092 
 
 
 
 
∆𝜏 = 0.092  Fraction Liquide Température moyenne 𝛹𝑚𝑎𝑥 𝑢𝑚𝑎𝑥  
Temps final = 27,6 
    
∆𝜏           (nbre de pas=300) 0.74 0.9930 0.37 0.129 
 
0.87% 0.065% 7.5% 2.2% 
∆𝜏 2 ⁄       ( nbre de pas =600) 0.75 0.9924 0.34 0.126 
 
0.99% 0.034% 2.3% 2.7% 
∆𝜏  3⁄       (nbre de pas =900) 0.76 0.99278 0.35 0.130 
 
Tableau 20 : étude de l’effet du pas de temps sur la solution. BGO, Ra=10
5
, maillage:44𝑋88  
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∆𝜏 = 4.2410−4  Fraction Liquide Température moyenne 𝛹𝑚𝑎𝑥  𝑢𝑚𝑎𝑥  
Temps final = 0,212 
    
2∆𝜏        (nbre de pas=250) 0.95181 1.05775 0.96303 5.38864 
 
0.0002% 0.0005% 0.2% 0.2% 
∆𝜏       (nbre de pas=500) 0.95181 1.05775 0.96139 5.37881 
 
0.0009% 0.0001% 0.09% 0.09% 
∆𝜏 2⁄    (nbrede pas=1000) 0.95181 1.05775 0.96052 5.37382 
 
0.0005% 0.0001% 0.04% 0.04% 
∆𝜏 4⁄    (nbre de pas=2000) 0.9518008 1.057749 0.960133 5.371437 
 
Tableau 21 : étude de l’effet du pas de temps sur la solution. BGO, Ra=10
7
, maillage: 44𝑋88  
 
L’examen de cette étude, à travers les résultats reportés dans les tableaux précédents, suggère 
l’utilisation des pas spatiotemporels suivants : 
 maillage : nous utiliserons un maillage de 44𝑋88 
 temps : nous utiliserons un pas de temps de ∆𝜏 = 0.092 
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6.5 Résultats  
Pour être fidèle au brevet d’invention du four HEM [5] et [6] qui recommande la construction du four 
avec un creuset ayant une hauteur égale au moins à son rayon et un diamètre valant au moins le 
double du diamètre de l’échangeur thermique et en tenant compte des résultats obtenus, dans la  
première partie de cette thèse, ou l’on a vu que le facteur de forme de la cavité n’avait aucune 
influence sur l’écoulement du fluide ; nous avons décidé de fixer la valeur du facteur de forme à 1 et 
le rayon de l’échangeur de chaleur au quart de celui du creuset comme indiqué dans le tab. 11. Nous 
avons fait varier 𝑅𝑎 entre 104 et 107. Nous présenterons, dans ce qui suit, d’abords la fonction 
courant et le front de solidification en fonction du nombre de Rayleigh et pour différents temps, 
aussi bien pour le BGO que pour le Silicium, ensuite nous exposerons les effets de la température de 
l’échangeur et celle du four sur la forme et la vitesse du front de solidification. 
6.5.1 Fonction courant et front de solidification 
6.5.1.1 Effets du nombre de Rayleigh : matériau BGO 
Sur les fig. 99-102 nous avons représenté la position du front de solidification ainsi que la fonction 
courant, pour le matériau BGO, pour différents temps de calcul et pour les quatre valeurs de Rayleigh 
(104, 105, 106 et 107), la température de l’échangeur thermique ainsi que la température de 
surchauffe du four étant fixées (𝜃𝑒𝑐ℎ = 0.2, ∆𝜃𝑒𝑥 = 0.01).  
Nous remarquerons d’abords que le cristal obtenu possède une forme hémisphérique, tout comme 
prévu par Schmid et Viechnicki [5] [6] et calculé par Wang et al. [7]. L’interface de solidification du 
cristal devient plane après passage des bords du creuset. Cette forme hémisphérique est dut au 
phénomène de convection naturelle qui impose une forme parabolique au champ de température 
comme on l’a vu dans la première partie et comme on peut le voir sur la fig. 103 comme exemple. 
Nous remarquerons aussi que la convection naturelle a peu d’effets sur la vitesse du front de 
solidification, pour les valeurs des conditions aux limites et initiales posées, comme on peut le 
vérifier sur la fig. 104. Cependant l’examen des fig. 105 et 106 explique l’effet notable de la 
convection naturelle sur l’évolution de la forme de l’interface de solidification au cours du temps. En 
effet la fonction courant est plus importante, pour un 𝑅𝑎 donnée, au début de la solidification, ce qui 
explique la forme parabolique du cristal obtenu. Avec le temps l’interface de solidification devient 
plane à cause de la diminution de la fonction courant due à la réduction du volume liquide mis en 
jeu. Nous remarquerons aussi que pour 𝑅𝑎 = 104 l’écoulement est caractérisé par deux larges 
vortex symétriques remplissant toute la cavité. Pour 𝑅𝑎 > 104, une structure, progressivement, plus 
complexe à plusieurs vortex s’installe. Cette structure complexe peut être mise en évidence à travers 
l’examen de la fig. 107 qui représente l’évolution la vitesse du fluide le long de l’axe de symétrie pour 
plusieurs Rayleigh et pour trois temps successifs et représentatifs. En effet nous remarquons que 
pour des valeurs de 𝑅𝑎 > 104 la vitesse présente plusieurs maximas qui renvoient aux différents 
vortex secondaires qui apparaissent en haut de la cavité. Cette complexité de l’écoulement exprime 
en fait l’importance des phénomènes de viscosité par rapport aux phénomènes de transferts dut à la 
diffusivité thermique. 
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𝜏 = 100, 𝑓𝑠 = 0.13 𝜏 = 200, 𝑓𝑠 = 0.21 𝜏 = 300, 𝑓𝑠 = 0.29 
   
𝜏 = 400, 𝑓𝑠 = 0.35 𝜏 = 500, 𝑓𝑠 = 0.4 𝜏 = 600, 𝑓𝑠 = 0.44 
   
𝜏 = 700, 𝑓𝑠 = 0.48 𝜏 = 800, 𝑓𝑠 = 0.52 𝜏 = 900, 𝑓𝑠 = 0.55 
 
 
 
 𝜏 = 1000, 𝑓𝑠 = 0.59  
Figure 99 : fonction courant et front de solidification (BGO, Ra=10
4
, 
ech
=0.2, 
ex
=0.01) 
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𝜏 = 100, 𝑓𝑠 = 0.13 𝜏 = 200, 𝑓𝑠 = 0.20 𝜏 = 300, 𝑓𝑠 = 0.27 
   
𝜏 = 400, 𝑓𝑠 = 0.34 𝜏 = 500, 𝑓𝑠 = 0.39 𝜏 = 600, 𝑓𝑠 = 0.44 
   
𝜏 = 700, 𝑓𝑠 = 0.48 𝜏 = 800, 𝑓𝑠 = 0.52 𝜏 = 900, 𝑓𝑠 = 0.55 
 
  
 
 𝜏 = 1000, 𝑓𝑠 = 0.59  
Figure 100 : fonction courant et front de solidification (BGO, Ra=10
5
, 
ech
=0.2, 
ex
=0.01) 
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𝜏 = 100, 𝑓𝑠 = 0.12 𝜏 = 200, 𝑓𝑠 =  0.2 𝜏 = 300, 𝑓𝑠 = 0.27 
   
𝜏 = 400, 𝑓𝑠 =  0.34 𝜏 = 500, 𝑓𝑠 = 0.39 𝜏 = 600, 𝑓𝑠 = 0.43 
   
𝜏 = 700, 𝑓𝑠 = 0.48 𝜏 = 800, 𝑓𝑠 = 0.51 𝜏 = 900, 𝑓𝑠 =  0.55 
 
 
 
 𝜏 = 1000, 𝑓𝑠 =  0.58  
Figure 101 : fonction courant et front de solidification (BGO, Ra=10
6
, 
ech
=0.2, 
ex
=0.01) 
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𝜏 = 100, 𝑓𝑠 = 0.11 𝜏 = 200, 𝑓𝑠 = 0.19 𝜏 = 300, 𝑓𝑠 = 0.27 
   
𝜏 = 400, 𝑓𝑠 = 0.33 𝜏 = 500, 𝑓𝑠 = 0.39 𝜏 = 600, 𝑓𝑠 = 0.43 
   
𝜏 = 700, 𝑓𝑠 = 0.47 𝜏 = 800, 𝑓𝑠 = 0.51 𝜏 = 900, 𝑓𝑠 = 0.55 
 
 
 
 𝜏 = 1000, 𝑓𝑠 = 0.58  
Figure 102 : fonction courant et front de solidification (BGO, Ra=10
7
, 
ech
=0.2, 
ex
=0.01) 
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Figure 103 : fonction courant, front de solidification (en pointillées) et champ de température (BGO, 
Ra=10
6
, 
ech
=0.2, 
ex
=0.01, t=100) 
 
 
 
Figure 104 : évolution de la fraction solide (BGO,  
ech
=0.2, 
ex
=0.01) 
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Figure 105 : évolution du maximum de la fonction courant en fonction du temps (BGO) 
 
 
Figure 106 : évolution du maximum de la fonction courant en fonction nombre de Rayleigh (BGO) 
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(a) (b) (c) 
Figure 107 : évolution de la vitesse le long de l’axe de symétrie (BGO) 
(a) 𝜏 = 100 
(b) 𝜏 = 500 
(c) 𝜏 = 900 
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6.5.1.2 Effets du nombre de Rayleigh : matériau Silicium 
Sur les la fig. 108 nous avons représenté la position du front de solidification ainsi que la fonction 
courant, pour le matériau Silicium, pour différents temps de calcul et pour les quatre valeurs de 
Rayleigh (104, 105, 106 et 107), la température de l’échangeur thermique ainsi que la température 
de surchauffe du four étant fixées  (𝜃𝑒𝑐ℎ = ∆𝜃𝑒𝑥 = 0.163).  
Nous pouvons faire ici, globalement, la même analyse que précédemment, pour le BGO. Cependant 
nous pouvons remarquer un effet notable de la convection sur la vitesse de solidification sur la fig. 
112 pour 𝑅𝑎 > 104 avec saturation au-delà de 𝑅𝑎 = 105. Nous remarquons aussi une différence 
notable de la structure de l’écoulement.  En effet l’écoulement, du Silicium, est caractérisé par deux 
grands vortex et ce quel que soit la valeur de 𝑅𝑎 comme on peut le vérifier sur la fig. 113 ou l’on  ne 
peut déceler qu’un seul pic de vitesse avec une toute petite bosse tout au début de la solidification et 
à grand nombre de 𝑅𝑎 suggérant un deuxième vortex de valeur minime. Pour 𝑅𝑎 = 107 les lignes de 
courant présentent des déformations notables préludes d’instabilités.  
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𝜏 = 100, 𝑓𝑠 = 0.1 𝜏 = 200, 𝑓𝑠 = 0.17 𝜏 = 300, 𝑓𝑠 = 0.23 
   
𝜏 = 400, 𝑓𝑠 = 0.3 𝜏 = 500, 𝑓𝑠 = 0.36 𝜏 = 600, 𝑓𝑠 = 0.41 
   
𝜏 = 700, 𝑓𝑠 = 0.47 𝜏 = 800, 𝑓𝑠 = 0.53 𝜏 = 900, 𝑓𝑠 = 0.59 
 
 
 
 𝜏 = 1000, 𝑓𝑠 = 0.64  
 
Figure 108 : fonction courant et front de solidification (Silicium, Ra=10
4
, 
ech
=
ex
=0.163) 
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𝜏 = 100, 𝑓𝑠 = 0.1 𝜏 = 200, 𝑓𝑠 = 0.16 𝜏 = 300, 𝑓𝑠 = 0.22 
   
𝜏 = 400, 𝑓𝑠 = 0.28 𝜏 = 500, 𝑓𝑠 = 0.34 𝜏 = 600, 𝑓𝑠 = 0.4 
   
𝜏 = 700, 𝑓𝑠 = 0.45 𝜏 = 800, 𝑓𝑠 = 0.5 𝜏 = 900, 𝑓𝑠 = 0.54 
 
 
 
 𝜏 = 1000, 𝑓𝑠 = 0.59  
Figure 109 : fonction courant et front de solidification (Silicium, Ra=10
5
, 
ech
=
ex
=0.163) 
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𝜏 = 100, 𝑓𝑠 = 0.1 𝜏 = 200, 𝑓𝑠 = 0.16 𝜏 = 300, 𝑓𝑠 = 0.23 
   
𝜏 = 400, 𝑓𝑠 = 0.29 𝜏 = 500, 𝑓𝑠 = 0.34  𝜏 = 600, 𝑓𝑠 = 0.4 
   
𝜏 = 700, 𝑓𝑠 = 0.45 𝜏 = 800, 𝑓𝑠 = 0.5 𝜏 = 900, 𝑓𝑠 = 0.55 
 
 
 
 𝜏 = 1000, 𝑓𝑠 = 0.58  
Figure 110 : fonction courant et front de solidification (Silicium, Ra=10
6
,
ech
=
ex
=0.163) 
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𝜏 = 100, 𝑓𝑠 = 0.1 𝜏 = 200, 𝑓𝑠 = 0.16 𝜏 = 300, 𝑓𝑠 = 0.22 
   
𝜏 = 400, 𝑓𝑠 = 0.28 𝜏 = 500, 𝑓𝑠 = 0.34 𝜏 = 600, 𝑓𝑠 = 0.39 
   
𝜏 = 700, 𝑓𝑠 = 0.45 𝜏 = 800, 𝑓𝑠 = 0.5 𝜏 = 900, 𝑓𝑠 = 0.55 
 
 
 
 𝜏 = 1000, 𝑓𝑠 = 0.59  
Figure 111 : fonction courant et front de solidification (Silicium, Ra=10
7
, 
ech
=
ex
=0.163) 
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Figure 112 : évolution de la fraction solide (Silicium, 
ech
=0.163, 
ex
=0.163) 
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(a) (b) (c) 
 
Figure 113 : évolution de la vitesse le long de l’axe de symétrie (Silicium) 
(a) 𝜏 = 100 
(b) 𝜏 = 500 
(c) 𝜏 = 900 
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6.5.2 Effets du nombre de Prandtl : Étude comparative 
Comme nous l’avons fait remarquer, précédemment, l’écoulement des oxydes est fortement 
influencé par la viscosité cinématique contrairement aux semis conducteurs ou les phénomènes 
thermiques sont les plus rapides. C’est pour cette raison que nous avons choisis, délibérément, de 
normaliser différemment nos équations de mouvement en fonction du matériau considéré et ce 
dans le but de mieux apprécier la physique de l’écoulement du fluide considéré. Cependant cette 
démarche est, un peu, handicapante dans le sens où il nous est difficile de faire une comparaison, 
quantitative, entre les deux écoulements obtenus, comme nous l’avons fait dans la première partie. 
Afin de pouvoir faire une comparaison entre les deux écoulements extrêmes nous avons repris les 
simulations du Silicium avec des conditions aux limites analogues à celles menée avec le BGO. En 
partant des conditions aux limites que nous avons imposées au BGO, c'est-à-dire 𝜃𝑒𝑐ℎ =
0.2 𝑒𝑡 ∆𝜃𝑒𝑥 = 0.01, et en tenant compte des propriétés thermophysiques des deux matériaux et des 
paramètres de normalisation, voir tableau 11, nous avons déduit la correspondance équivalente 
suivante pour les conditions initiales et limites pour le matériau Silicium : 
 𝜃𝑒𝑐ℎ = 0.149 𝑒𝑡 ∆𝜃𝑒𝑥 = 0.0075.                                                          (6-33)  
De la même manière nous pouvons déduire le rapport suivant entre les deux temps correspondants: 
 
𝜏𝑆𝑖 
𝜏𝐵𝐺𝑂
=
𝜅𝑆𝑖
𝜈𝐵𝐺𝑂
≈ 2                                                                               (6-34) 
En tenant compte de ces remarques nous avons représenté sur les fig. 114 et 115, respectivement, 
les résultats comparatifs de la fonction courant et du front de solidification des deux matériaux pour, 
respectivement 𝑅𝑎 = 105 et 𝑅𝑎 = 107. 
L’examen des deux figures montre, de manière indéniable, une différence majeure entre les deux 
écoulements et l’influence de la convection naturelle sur la vitesse de solidification des oxydes. En 
effet dans les oxydes la viscosité du fluide s’oppose à l’écoulement ce qui réduit considérablement 
les transferts de chaleurs induisant une croissance plus lente du cristal. 
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𝜏𝐵𝐺𝑂 = 100, 𝑓𝑠 = 0.13 𝜏𝑆𝑖 = 200, 𝑓𝑠 = 0.25 
  
𝜏𝐵𝐺𝑂 = 200, 𝑓𝑠 = 0.2 𝜏𝑆𝑖 = 400, 𝑓𝑠 = 0.39 
  
𝜏𝐵𝐺𝑂 = 300, 𝑓𝑠 = 0.27 𝜏𝑆𝑖 = 600, 𝑓𝑠 = 0.50 
  
𝜏𝐵𝐺𝑂 = 400, 𝑓𝑠 = 0.34 𝜏𝑆𝑖 = 800, 𝑓𝑠 = 0.61 
  
𝜏𝐵𝐺𝑂 = 500, 𝑓𝑠 = 0.39 𝜏𝑆𝑖 = 1000, 𝑓𝑠 = 0.72 
BGO Silicium 
Figure 114 : Lignes de courant et front de solidification : comparaison, Ra=10
5 
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𝜏𝐵𝐺𝑂 = 100, 𝑓𝑠 = 0.11 𝜏𝑆𝑖 = 200, 𝑓𝑠 = 0.25 
  
𝜏𝐵𝐺𝑂 = 200, 𝑓𝑠 = 0.19 𝜏𝑆𝑖 = 400, 𝑓𝑠 = 0.39 
  
𝜏𝐵𝐺𝑂 = 300, 𝑓𝑠 = 0.27 𝜏𝑆𝑖 = 600, 𝑓𝑠 = 0.50 
  
𝜏𝐵𝐺𝑂 = 400, 𝑓𝑠 = 0.33 𝜏𝑆𝑖 = 800, 𝑓𝑠 = 0.61 
  
𝜏𝐵𝐺𝑂 = 500, 𝑓𝑠 = 0.39 𝜏𝑆𝑖 = 1000, 𝑓𝑠 = 0.72 
BGO Silicium 
Figure 115 : Lignes de courant et front de solidification : comparaison, Ra=10
7
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6.5.3 Effets de l’échangeur de chaleur 
Pour étudier l’effet de l’échangeur de chaleur sur la forme et la vitesse de l’interface de solidification 
nous avons fait varier, pour le BGO, la température de l’échangeur thermique entre 0.1 et 0.6, tout 
en gardant la température du four à 1.01. Nous avons représenté sur la fig. 116 le front de 
solidification ainsi que la fonction courant pour un temps représentatif 𝜏 = 500, le nombre de 
Rayleigh est fixé à 105. Nous remarquons que la température de l’échangeur thermique à un effet 
notable sur la vitesse de solidification, ce qui est tout à fait prévisible puisque le fait d’augmenter la 
température de l’échangeur thermique devrait diminuer la capacité d’extraction de la chaleur de la 
cavité comme on peut le voir sur la fig. 117. Sur la fig. 118 nous avons représenté l’évolution de la 
courbure de l’interface de solidification en calculant sa déflexion maximale, sous l’effet de la 
convection naturelle, calculée au moment du passage de l’interface aux bords du creuset comme 
suit : 
∆𝑚𝑎𝑥= 𝑧𝑚𝑎𝑥 − 𝑧𝑚𝑖𝑛                                                                    (6-35) 
𝑧𝑚𝑎𝑥 représente la cote longitudinale maximale de l’interface de solidification, située sur l’axe de 
symétrie et 𝑧𝑚𝑖𝑛 représente la cote longitudinale minimale de l’intérface de solidification calculée au 
passage des bords du creuset. La fig. 118 montre que la température de l’échangeur de chaleur n’a 
pas d’effet notable sur la forme de l’interface. 
   
𝜃𝑒𝑐ℎ = 0.1, 𝑓𝑠 = 0.41 𝜃
𝑒𝑐ℎ = 0.2, 𝑓𝑠 = 0.39 𝜃
𝑒𝑐ℎ = 0.3, 𝑓𝑠 = 0.37 
   
𝜃𝑒𝑐ℎ = 0.4, 𝑓𝑠 = 0.35 𝜃
𝑒𝑐ℎ = 0.5, 𝑓𝑠 = 0.32 𝜃
𝑒𝑐ℎ = 0.6, 𝑓𝑠 = 0.28 
Figure 116 : fonction courant et front de solidification (BGO, Ra=10
5
, 𝜏 = 500, ex=0.001) 
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Figure 117 : Effet de
ech
 sur la fraction solide (BGO, Ra=10
5
,𝜏 = 500)  
 
 
Figure 118 : effet de 
ech 
sur la forme de l’interface de solidification 
6.5.4 Effets de la température du four 
Pour étudier l’effet de la température du four sur l’interface de solidification nous avons fait varier la 
température du four entre 1.01 et 1.28 pour simuler la croissance de BGO. Sur la fig. 119 nous avons 
représenté le front de solidification ainsi que la fonction courant pour un temps représentatif 
𝜏 = 500 et un nombre de Rayleigh de 105 pour les diverses valeurs de la température du four. Nous 
pouvons remarquer ainsi l’effet important de la température du four sur la vitesse de solidification. 
En effet l’augmentation de la température du four ralentit l’extraction de la chaleur via l’échangeur 
thermique mais avec une saturation au-delà de 𝜃𝑒𝑥 = 0.22 comme on peut le, vérifier sur la fig.120. 
Sur la fig. 121 nous avons représenté, comme précédemment, l’évolution de la déflexion de 
l’interface de solidification sous l’effet de la température du four   
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ex=0.01 ex=0.22 
  
ex=0.24 ex=0.26 
 
ex=0.28 
Figure 119 : fonction courant et front de solidification (BGO, 𝜏 = 500, Ra=105) 
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Figure 120 : effet de 
ex
 sur la fraction solidifiée (BGO, Ra=10
5
,𝜏 = 500) 
 
 
Figure 121 : effet de 
ex
 sur la forme de l’interface de solidification 
6.6 Conclusion 
Nous avons simulé, dans cette deuxième partie, la croissance cristalline de deux types de matériaux 
de comportements physiques extrêmes : les oxydes, à très haut nombre de Prandtl, et les semi-
conducteurs à très bas nombre de Prandtl. Nous avons utilisé, pour cela, un code de calcul, 
largement utilisé, ANSYS Fluent. Deux phénomènes physiques importants ont été étudiés : la 
convection naturelle et la solidification. Le phénomène de solidification a été modélisé par la 
technique enthalpie/porosité. Nous avons étudié l’évolution au cours du temps de la vitesse et de la 
forme de l’interface de solidification sous l’effet des paramètres du four HEM représentés par la 
température du four et la température de l’échangeur thermique. Nous avons fait varier le nombre 
de 𝑅𝑎 entre 104 et 107 pour estimer l’effet de la convection naturelle. L’étude, qualitative, que nous 
avons mené a abouti aux résultats suivants : 
1. L’interface de solidification présente une forme hémisphérique en accord avec les résultats 
de la littérature. 
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2. La convection naturelle à peu d’effets sur la vitesse du front de solidification par contre elle 
influence la forme de l’interface. 
3. L’écoulement du fluide, et par suite le  champ de vitesse, dépendent fortement du nombre 
de Prandtl 
4. L’étude comparative a montré que la croissance des semi-conducteurs se fait plus 
rapidement que la croissance des oxydes pour des conditions opératives semblables du four 
dans le rapport : 
    
𝜏𝑆𝑖 
𝜏𝐵𝐺𝑂
=
𝜅𝑆𝑖
𝜈𝐵𝐺𝑂
=
𝜅𝑆𝑖
𝜈𝐵𝐺𝑂
𝑅𝐶
𝑅𝐶
=
𝑢𝑆𝑖
∗
𝑢𝐵𝐺𝑂
∗ ≈ 2                                                           (6-36) 
 
5. La température de l’échangeur de chaleur n’a pas d’effet notable sur la forme de l’interface 
de solidification 
6. La température du four a un effet important sur la vitesse de solidification 
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Chapitre 7 Conclusion Générale 
Dans la deuxième partie de cette thèse nous avons abordé la simulation de la croissance cristalline 
dans un four HEM. Nous avons, pour cela, utilisé le code de calcul ANSYS Fluent, disponible au niveau 
de l’équipe TML7 de la division MIL8 du CDTA9. Le problème de la solidification a été modélisé par la 
technique Enthalpie/Porosité. Le code ANSYS Fluent a été validé par rapport au problème du 
changement de phase.  Une étude paramétrique a été menée en fonction du nombre de Prandtl, du 
nombre de Rayleigh, de la température de l’échangeur thermique et de la température du four. En 
comptabilisant les études de dépendance en temps et en maillage de la solution un total de 5760 
simulations a été réalisé sur une station de travail HP xw6400. Les résultats ont été présentés sous la 
forme de lignes de courant, de champs de température, de front de solidification et de vitesses du 
fluide en fonction du temps, du nombre de Rayleigh, du nombre de Prandtl et des températures du 
four et de l’échangeur thermique. Les résultats les plus notables ont été cités en conclusion du chap. 
précédent. Dans ce qui suit nous allons discuter des perspectives envisagées. 
Il faut d’abord remarquer que l’étude présente est une étude, beaucoup plus qualitative, mettant en 
exergue l’importance des propriétés thermophysiques des matériaux sur l’évolution de phénomènes 
physiques importants, telles que la convection naturelle et la solidification lors des processus 
industriels de croissance cristalline. Le domaine de calcul est réduit au bain liquide et au creuset et 
les conditions initiales et aux limites utilisées ne rendent pas compte de la réalité expérimental d’une 
croissance cristalline.  
Une simulation globale, tenant compte de l’ensemble des éléments du four telles que l’enceinte et la 
résistance, de la croissance cristalline du saphir dans un four de type HEM avec suivi du front de 
solidification en tenant compte de tous les phénomènes physiques présents et des conditions aux 
limites les plus réalistes constituera une extension intéressante et riche non seulement sur le plan de 
la propédeutique, mais aussi sur le plan de la recherche et du développement. En effet la technique 
HEM constitue actuellement une alternative sérieuse pour la croissance de grosses boules de saphir 
[13]. Le marché mondial actuel du saphir est estimé à plus de 400 millions de Dollars/an [130]. En 
plus des applications traditionnelles du saphir [131], telles que la joaillerie et les lasers (Titane dopé 
au saphir), les caractéristiques physico-chimiques uniques du saphir font de lui le substrat de choix 
pour les diodes LED à base de Nitrure de Gallium [130]. L’utilisateur du four HEM contrôle 
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essentiellement deux paramètres importants, la température du four et le débit d’hélium. 
Cependant, dans un four HEM, il n y a aucun moyen pour contrôler la fusion partielle du germe, le 
poids et le diamètre du cristal, d’autres parts la forme de l’interface n’est pas visible car submergée 
par le métal liquide. Seule la simulation numérique, à moindres frais, peut aider l’expérimentateur à 
paramétrer le four.  
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صخلم 
 ناردج يذ يناوطسأ فيوجت يف يعيبطلا لمحلاب ةيندعملا لئاوسلا قفدت و يرارحلا راشتنلال ةيمقر ةسارد ةحورطلأا هذه يف مدقن
نرف يف ةعوضوم ةقتوب لثمي فيوجتلا اذه .هلفسأ يف يرارح لوحم و ةراح  لكش لماع ةنياعمب ةساردلا هذه تمت .يرولبلا ومنلل
  ثحبلا اذه جئاتن .يليار مقر و لتدنارب مقر لامعتساب اهنع ربعم لئاسلل ةيئايزيفلا ةيرارحلا صاوخلا و يرارحلا لدبملا مجح ,ةقتوبلا
عملا و يلحملا تلسوين مقر ,رايتلا ةيواستم طوطخ و ,ةرارحلا ةيواستم طوطخ قيرط نع مدقت و فيوجتلا يف ةلدعملا ةرارحلا و لد
 نيب ةروصحم يليار ماقرلأ اذه013  و018 عتمتي ةلقان هبشلا نداعملل لاثمم مويسلسلا : ىوصق صئاصخ يوذ نييندعم رايتخا مت .
 ~ فيعض لتدنارب مقرب11103  وه و ديسكلأل لاثمم رخآ ندعم و(Bi4Ge3O12)  ~ يلاع لتدنارب مقر يذ01 هذه يف نيبن .
ا فيوجتلا يف ةرارحلا راشتنا ىلع و لئاسلا قفدت ىلع ةرهاظ اراثآ يرارحلا لوحملا داعبلأ و لتدنارب مقر و يليار مقرل نأ ةساردل
.ركذلا قحتست لا لكشلا لماع راثآ نأ و 
ةيحاتفملا تاملكلا يرولبلا ومنلا ,ةدودحملا ماجحلأا ,ةيمقر ةسارد ,ميمصت : 
 
Résumé 
Nous présentons une étude numérique du transfert de chaleur et de l’écoulement d’un fluide 
métallique en convection naturelle dans une cavité cylindrique avec parois chaudes et un échangeur 
thermique à la base1 Cette cavité représente le creuset d’un four de croissance cristalline1 L’étude est 
menée en fonction du facteur de forme de la cavité, de la dimension de l’échangeur thermique, et 
des propriétés thermo-physiques du fluide exprimées à travers le nombre de Prandtl et le nombre de 
Rayleigh. Les résultats sont présentés sous la forme des isothermes, des lignes de courant, du 
nombre de Nusselt local et moyen et de la température moyenne de la cavité pour des nombres de 
Rayleigh allant de 103 à 108. Deux matériaux extrêmes sont étudiés : le Silicium, matériau semi-
conducteur à très bas nombre de Prandtl (Pr=0.013) et le Germanate de Bismuth (Bi4Ge3O12) : un 
oxyde à haut nombre de Prandtl (Pr=20). On montre que le nombre de Rayleigh, le nombre de 
Prandtl et la dimension de l’échangeur thermique influencent l’écoulement du fluide et le transfert 
de chaleur dans la cavité contrairement au facteur de forme dont l’effet est négligeable1 
Mots clés : Modélisation, Simulation Numériques, Volumes Finis, Croissance Cristalline 
Abstract 
Numerical study of natural convection heat transfer and fluid flow of metallic fluid in cylindrical 
cavity with hot walls and cold sink is conducted. This cavity represents a crucible of crystal growth 
furnaces. Calculations are performed in terms of the cavity aspect ratio, the heat exchanger length, 
and the thermo physical properties expressed via the Prandtl and the Rayleigh numbers. Results are 
presented in the form of isotherms, streamlines, average and local Nusselt numbers, and average 
bulk temperature for a range of Rayleigh number up to 108. Two extreme materials are considered: 
Silicon, a semiconductor with low Prandtl number (Pr=0.013) and Bismuth Germanate (Bi4Ge3O12) an 
oxide with high Prandtl number (Pr=20). It is observed that Rayleigh number, Prandtl number, and 
heat exchanger length influences fluid flow and heat transfer, whereas the cavity aspect ratio has no 
significant effects. 
Keywords: Modeling, Numerical Simulation, Finite Volume, Crystal Growth 
